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INTRODUCTION 



Le présent ouvrage est le développement du Cours que l'auteur 
professe aux élèves de l'Année préparatoire de l'École des Ponts et 
Chaussées. Ce Cours comprend toute la partie purement géométrique 
de l'enseignement théorique donné à ce^ élèves. 

L'auteur a cru nécessaire de séparer complètement ce qui se 
rattache au mode de représentation des corps géométriques de ce 
qui a trait à leurs propriétés intrinsèques. De là, dans le Cours, deux 
grandes divisions auxquelles correspondent dans cet ouvrage deux 
parties distinctes : Géométrie descriptive et Géométrie infinitési- 
male . 

Le temps strictement limité dont il dispose- pour son enseigne- 
ment oral oblige l'auteur à en bannir tout ce qui n'est pas indispen- 
sable aux élèves, qui doivent avant tout être mis en mesure d'effec- 
tuer les divers travaux graphiques que comporte leur programme 
d'études. Dans le livre, il lui était loisible de s'étendre davantage; il 
en a profité pour" essayer de grouper dans uii exposé d'ensemble 
toutes les notions géométriques de nature à intéresser les ingé- 
nieurs. 

Les parties de l'ouvrage qui ne s'adressent pas spécialement aux 
élèves de l'École des Ponts et Chaussées sont imprimées en plus 
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VI INTROliUCTION 

petits caractères, mais elles ne sauraient, pour une étude approfon- 
die, être séparées du reste. 

Avant que l'attention du lecteur soit appelée sur divers points 
particuliers, il ne sera pas inutile de consigner ici deux observations 
d'ordre g^énéral: 

1" Estimant que l'enseignement doit avoir pour but principal de 
ramener l'élude de tout un ensemble de faits à quelques principes 
essentiels, l'auteur s'est attaché, pour chacun des sujets traités, à. 
mettre ces principes on lumière avant d'examiner aucun cas parti- 
culier. Ce n'est pas à dire que l'étude de ceux-ci doive être négli- 
gée, mais elle ne peut être considérée que comme une illustration 
de l'exposé de la doctrine générale, la seule, à tout prendre, qui 
doive laisser une trace durable dans l'esprit. Cette préoccupation 
constante a conduit l'auteur à apporter dans les matières ici traitées 
une classification peut-être plus méthodique que celles qui se ren 
contrent dans d'autres ouvrages. C'est ainsi notamment qu'il a exposé, 
pour la théorie des surfaces, l'ensemble des propriétés générales 
avant d'aborder l'étude des surfaces de nature spéciale, comme les 
surfaces gauches, ce qui va contre l'habitude de la plupart des 
Cours similaires; 

2° Chargé de la partie géométrique d'un enseignement qui com- 
porte également une partie analytique, l'auteur ne s'est pas astreint 
à reprendre par les méthodes de la Géométrie les questions qui, se 
traitant plus simplement par l'Analyse, sont traditionnellement ratta- 
chées à cette science à titre d'applications. Il s'est borné, le cas 
échéant, à rappeler les résultats ainsi obtenus, s'efTorçant, autant 
que possible, de ne faire intervenir la Géométrie que là où le con- 
cours qu'elle prête à l'Analyse — qui reste le moyen le plus puissant 
d'investigation — comporte des avantages spéciaux. C'est ainsi, 
par exemple, que chaque fois qu'il s'agit d'obtenir ce qu'on appelle 
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INTRODUCTION Vil 

àe% constructions, l'emploi de la Gréométrie pure conduit géiiéfa- 
leinent par des voies plus direcles à des solutions plus élégantes. 

La première partie, Géométrie descriptive, comprend les quatre 
premiers chapitres, 

Le chapitre i", relatif aux Projections cotées, ne saurait donner 
lieu à aucune remarque spéciale. 

Le chapitre ii contient une théorie de la Perspective axonomè- 
trique, envisagée à un point de vue particulier. Tout en lui con- 
servant un nom consacré par l'usage, on ne la considère pas ici 
comme dérivant de la perspective ordinaire. On la définit par la 
construction même qui permet de marquer sur le plan le point pers- 
pectif d'un point donné, ce qui revient à définir un mode particulier 
de représentation plane des corps del'espace, et on indique comment, 
avec ce mode de représentation, on peut réaliser sur le papier toutes 
les constructions équivalentes à celles qui devraient être effectuées 
dans l'espace. La petite difficulté qui s'offrait ici consistait à donner 
rigoureusement la définition du contour apparent des corps sans 
faire intervenir la notion de perspective ; on pense être parvenu à la 
lever par le moyen qui ressort des n"' 64, 73 et 74, 

Cet exposé spécial de la perspective axonométrique est fail prin- 
cipalement en vue des applications que l'on en rencontre dans la 
théorie des ombres, mais ce qu'il est essentiel d'en retenir pour cet 
objet se réduit à fort peu de chose. On a néanmoins développé le 
sujet avec quelques détails, attendu que ce mode de représentation 
des corps, pouvant être utilement employé dans certains cas de la 
pratique ('),'il n'était pas mauvais de montrer comment, en y ayant 
recours, on peut résoudre sur les corps usuels tous les problèmes que 

(') Voir p. 64. 
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vin INTRODUCTION 

l'on sait traiter par les procédés ordinaires de la Géométrie descrip- 
tive. 

Le chapitre ni traite de la Théorie des ovibi'es usuelles. En 
outre d'une coordination des diverses parties du sujet faite selon 
l'esprit de la première des observations générales présentées ci- 
dessus, on y signalera la règle très simple (n° 102) à laquelle a été 
ramenée la distinction des parties ombrées d'un polyèdre, et la 
méthode générale (§3) dérivée de la perspective asonométrique pour 
la construction des ombres portées sur des plans. 

Bans le chapitre iv, réservé à la Perspective linéaire, on ne 
relève pas de notables particularités, si ce n'est la solution donnée 
pour la mise en perspective de la sphère (n" 317), et les explications 
fournies (n"' 171 à 174) sur le but et le caractère de la perspective 
géométrique, de façon à mettre les élèves en garde contre certaines 
idées fausses assez répandues. 

La deuxième partie, Géométrie in faitési-male, est celle oi\ l'expowé 
s'écarte le plus des voies ordinaires. 

Elle s'ouvre par un petit préambule qui a pourbiil: 1" de donner 
quelques explications indispensables sur les éléments infinitésimaux 
envisagés par la suite, de façon à attribuer aux formules infinitési- 
males obtenues géométriquement la même rigueur qu'à celles 
auxquelles on est conduit par l'Analyse; 2" de définir ce qu'on pent 
entendre par la Géométrie des figures variables indépendaminent de 
toute idée de déplacement. 

Dans le chapitre v, consacre aux Courbes planes, on prend 
comme point de départ certaines formules empruntées à M. Mannheim, 
mais envisagées ici au point de vue défini dans le préambule, et 
démontrées avec le souci de l'évaluation rigoureuse de l'ordre des 
infiniment petits négligés et du signe des éléments qui interviennent. 
Cette manière de faire conduit, entre autres, à un exposé purement 
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INTRODUCTION IS 

géométrique de la classique méthode de Ghasles, dite du centre 
instantané de rotation [n" 256). Les nombreuses applications don- 
nées dans le § 2 sont, sauf celle qui concerne les centres de cour- 
bure des coniques, extraites des travaux personnels de l'auteur. Le 
lecteur voudra bien prêter quelque attention aux n"' 266 à 269 qui 
contiennent divers résultats assez curieux. On peut signaler aussi 
l'application à la Cinématique (n°'270 et 271). Elle montre comment 
cette science peut être rattachée à la Géométrie des figures variables 
lorsqu'on a d'abord envisagé celle-ci sans faire intervenir la notion 
de déplacement, ce qui, au point de vue philosophique, paraîtra 
sans doute plus satisfaisant. 

Le chapitre vi, après les généralités sur les Courbes gauches, ren- 
ferme une application d'abord aux héUces tracées sur un cvlinilre 
quelconque, puis aux hélices ordinaires. 

Les propriétés générales des Surfais occupent tout le chapitre vu. 
Dans le § 1, qui se rapporte aux plans tangents et aux normales, on 
signalera une démonstration très élémentaire du théorème de 
Malus (n" 292). Dans le § 2 on étudie les éléments qui se rattachent 
à la courbure des lignes tracées sur une surface à partir d'un point. 
Envisageant d'abord le sens de la courbure, on introduit la notion 
de l'indicatrice de Dupin. On passe ensuite à l'étude de la grandeur 
de la courbure ; ce n'est qu'après avoir établi la formule pour une 
courbe gauche quelconque (') que l'on ramène la question, par les 
théorèmes de Meusnier et d'Euler, à la détermination des rayons de 
courbure principaux et que l'on rattache les variations de la gran- 
deur de la courbure à la considératiqn de l'indicatrice. On donne, 
à titre de corollaire, une détermination extrêmement simple du rayon 
de courbure du contour apparent d'une surface (n" 300). Ensuite, 

(') C'est ainsi d'aillcui'squn jirocède M. Jordan du ns son ox ce 11 nul Cours d'Analyse. 
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X INTRODUCTION 

sont introduites les notions des axes de courbure (avec le théorème 
de Slurra) et de la déviation (avec les formules de M. J. Bertranii et 
d'Ossian Bonnet). On dit enfin quelques mots de la mesure de la 
courbure de la surface en un point, en signalant même la défi- 
nition nouvelle proposée par M. Gasorali. Dans le § 3, on passe aux 
propriétés relatives aux éléments non plus seulement pris autour 
d'un point, mais répandus sur toute l'étendue de la surface.' On 
commence par définir la courbure et la torsion géodésiques en écri- 
vant les formules fondamentales relatives à ce dernier élément, qui 
sont une conséquence immédiate de celles précédemment démontrées 
à propos de la déviation. Gela permet d'introduire, par un procédé 
tout élémentaire, la théorie géométrique des lignes de courbure, 
fondée sur la considération de la torsion géodésique. Le lecteur 
voudra bien remarquer la définition qui est donnée des lignes asymp- 
totiques, de manière à enlever à cette notion tout ce qu'elle peut 
avoir d'artificiel. Après avoir démontré la propriété essentielle des 
lignes géodésiques et en avoir déduit quelques corollaires propres à 
faire ressortir la pleine analogie de ces lignes avec les droites d'un 
plan, on dit quelques mots des coordonnées curvilignes afin de 
pouvoir, en se fondant sur la notion des lignes géodésiques, définir 
l'applicabilité des surfaces les unes sur les autres. Chemin faisant, 
on a cru pouvoir, dans un court résumé historique, donner au 
lecteur au moins une idée de l'importante théorie des surfaces 
minima . 

Le chapitre vm, qui termine l'ouvrage, est réservé sm:>l Surfaces 
de nature spéciale. Après un court paragraphe sur les surfaces 
enveloppes de sphères et plus particulièrement sur les surfaces de 
révolution, on aborde l'étude, des surfaces gauches. Le caractère 
spécial de cette étude, telle qu'elle est ici présentée, tient surtout à 
la considération du signe du paramètre de distribution, qui permet 
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de donner une entière précision aux tracés que comportent tous le« 
problèmes traités, notamment à ceux dont la solution est fondée sur 
l'emploi du point représentatif (n*" 324 et 325). 

Pour la construction des plans tangents aux surfaces gauches à 
plan directeur, on a recours à un procédé particulier, dit des tan- 
gentes orthogonales {a"' 326 à 328, 352, 355). 

L'étude des surfaces gauches à cône directeur de révolution est 
présentée sous une forme nouvelle, qu'on s'est efforcé de rendre 
pleinement rigoureuse grâce à la considération des signes. Pour 
les hélicoïdes gauches à noyau cylindrique quelconque, on détermine 
complètement, par des constructions linéaires, l'indicatrice en tout 
point (n" 339), ce qui, semble-t-il, n'avait pas encore été fait. L'appli- 
cation des résultats précédents aux hélicoïdes à noyau cylindrique de 
révolution, et notamment aux surfaces de vis, fait ressortir, en 
supprimant toute espèce d'aléa dans les tracés, la nécessité qu'il y 
avait d'introduire la considération du signe dans cette théorie. 

Enfin, ie § 3 est consacré aux Surfaces dèveloppables, qui appa- 
raissent ici comme un cas particulier des surfaces réglées, alors 
qu'on est plutôt dans l'habitude d'en faire l'objet d'une étude à part 
précédant la théorie générale . 

L'enseignement géométrique donné aux élèves de l'École des 
Ponts et Chaussées comprend, en outre, les principes de la Nomo- 
graphie que l'on trouvera dans un autre ouvrage de l'auteur ('). 

En terminant cette Introduction, l'auteur tient à dire de quelle 
utilité lui ont été le Cours de Géométrie descriptive de M. Mann- 
heim, qu'il a suivi naguère à l'École Polytechnique, et le Traité de 
Géométrie descriptive de M. Pillet, son prédécesseur dans la chaire 
de l'École des Ponts et Chaussées, 

(') Homographie. Les calculs usueh effectués au moyen tics abaques; liljfairie (iim- 
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PREMIERE PARTIE 



GÉOMÉTRIE DESCniPTIVE 



Chapithe I : Projecltons cotées. 
Chapitiie II : Perspective axonomélrique. 
Chai'itru m : Ombrex usuelles. 
Chai>itrr IV : Perspective linéaire. 
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CHAPITRE PREMIER 



PROJK(7riONS COTRES 



§ 1. — Le J'OtMT, LA LIGNE DROITE ET LE PLAN 

1. Ayant choisi un plan horizontal de comparaison, on déânil 
tout point de l'espace par sa projection orthogonale sur ce plan, à 
côté de laquelle on inscrit sa hauteur au-dessus de celui-ci, ou sa 
cote. C'est ce qu'on appelle la projection cotée du point considéré. 

Si le point est au-dessous du plan de comparaison, sa cote sera 
affectée du signe — . 

On peut toutefois faire en sorte, par un choix convenable du plan 
horizontal de comparaison, que toutes les cotes des points interve- 
nant dans une même question soient de même signe. On peut alors 
faire abstraction de ce signe ; il ne saurait, en effet, y avoir de doute 
sur le sens dans lequel doivent être prises les distances au plan de 
comparaison. 

C'est ainsi que, sur une carte faisant connaître !e relief d'un pays 
montagneux, on sait que toutes les cotes représentent des hauteurs 
au-dessus du plan de comparaison, tandis que, sur une carte faisant 
connaître les profondeurs d'un lac ou d'une mer, elles représentent 
des hauteurs au-dessous de ce plan. 

Lorsque la cote d'un point est exprimée par un nombre entier, on 
dit que c'est un point de cote ronde. 
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4 CHAPITRE I". — PROJECTIONS COTEES 

3. Échelle. — Tout plan coté doit ^tre accompagné d'une 
échelle {fig. 1), à l'aide de laquelle seront mesurées toutes les lignes 



portées sur la figure. Cette échelle est, bien entendu, accompagnée 
d'une contre-échelle permettant d'évaluer les fractions de Tuaité. 

3. Distance tie deux points donnés par leurs projec- 
tions cotées. — Si de l'un des deux points A on abaisse une 
perpendiculaire sur la projetante de 
B l'autre B, on forme un triangle rec- 

tangle ABH [fiy. 2) dont l'hypoténuse 
AB est la distance cherchée et dont les 
côtés de l'angle droit sont, d'une part, 
AH la distance des deux projetantes, 
! j ^ c'est-à-dire la distance des projections 

horizontales des deux points ; de l'autre, 
la différence BH de leurs cotes. On peut 
former di- 
rectement ce 
ifie. 2. triangle [fig. 

3) en se ser- 
vant des projections cotées des points A et 
B. Il suffit, par l'un des points B, d'élever ^,^^. ^ 

à AB une perpendiculaire BG ayant, à 

l'échelle convenue, une longueur égale à la différence des cotes 
inscrites et de joindre le pointG à l'autre point A. AG est la distance 
demandée. 



A. — Représentation de la droite 

4. Équidistanee. Intervalle. — Une droite sera représcn- 
, , . I tée [fig. 4) par sa projection horizon- 
tale sur laquelle seront marquées 
<• ^ '■o '^ i" les projections des points correspon- 
'''"■ ■'■ dant à des cotes croissant régulière- 
ment à partir d'une certaine cote ronde, par exemple les points 
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de cotes 1, 2, 3, 4.... ou des cotes 0, 5, 10, 15..., ou des 
cotes 5, 7,50, 10, 12,50... 

La différence constante entre les cotes successives est dile 
Yèquidistance des points marqués. Cette équidistance est purement 
arbitraire. On convient pourtant généralement de prendre : 

r une équidi^tanCR de 1 mètre; 



20.000 



— de 10 mètres. 




Les points ainsi projetés divisent eux-mêmes la projection de la 
droite en segments égaux. La longueur de chacun de ces segments 
porte le nom A' intervalle. 

Considérons le triangle ABH [fig. 5) 
obtenu en abaissant de l'un des points cotés 
une perpendiculaire sur la projetante du 
point suivant. 

AH est l'intervalle que nous représente- 
rons par la lettre i, BH l'équidistanco que 
nous représenterons par la lettre e. Soit p la 

pente de la droite considérée, c'est-à-dire la tangente de l'angle BAH 
que cette droite fait avec l'horizon. 

On a 

(i) e = ip. 

On appelle équidistance graphique la longueur absolue de l'équi- 
distance représentée à l'échelle convenue. Ainsi, dans les trois cas 
précédents, les équidislances graphiques seront : 

do5 = »-™-^' iïïlo5 = »-''"™' 

On voit que, si l' équidistance graphique est la même pour deux 
plans cotés, dressés ou non à la même échelle, les intervalles cor- 
respondant à une même pente seront, d'après la formule (1), repré- 
sentés sur les deux plans par une même longueur absolue. 
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Si l'équidistancc est de 1 mètre, auquel cas nous représenterons 
l'intervalle parla lettre/,, la formule devient 

(1 bù) 1 ~ i,p. 

Elle exprime que la pente et l'intervalle i, sont inverses l'un de 
l'autre. L'inclinaison de la droite est donc également définie lors- 
qu'on se donne l'un ou l'autre. 

En particulier, si deux droites ont même inclinaison sut" Chori' 
zon, elles ont même intervalle i^, et réciproquement. 

On déduit de là que deux droites parallèles dans l'espace sont 
représentées par deux droites cotées parallèles, de même inter- 
valle^ le sens de la graduation étante bien entendu, le même sur ces 
deux droites. 

Si, au lieu de deux points de cote ronde, uous prenons sur la 
droite deux points quelconques dont les projections horizontales sont 
distantes de d et dont les cotes diffèrent de h, nous avons de même 

(2) h=^iip, 

ou, en vertu de (1 bis), 

5. l>roîle donnée par sa iirojcetion, sa pcnle et uii 

point. — Connaissant la pente |), on en déduit l'intervalle i, par la 
formule (i his\ 

Nous supposons donné le sens de la pente, c'est-à-dire le sens de 
la gradualion. Ayant l'intervalle *,, nous n'aurons donc besoin de 

connaître qu'un 
, d_ ^ seul point de cote 

-~-^ — — — ' ■ — "^ \is\" "' ^^ ronde pour acne- 

, J ver la graduation. 

fiu (i Oi") nous con- 

naissons un point 
de la droite, le point 3,25 par exemple (fig. G). Appelons d la 
distance {de sens connu) de ce point à un point de cote ronde arbi- 
trairement choisi, par exemple le point 4. La formule (2 bis) donne 
alors, puisque pour ces deux points k = 0,75, 

rf = !, X 0,75. 
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On peut donc marquer le point 4 sur la projection et, en portant 
sur cette projection, à partir de ce point, l'intervalle i^ autant de fois 
qu'on veut, on obtient, d'une part, les points 8, S, 1, de l'autre, les 
points, 5, 6, 7... 

(!. l>i'oile donucc par deux poiiils quclcontjucs. — 

Soient h la diiïorence des cotes de ces points, d la distance de leurs 
projections. La formule (2 bis] donne, pour la droite qui unit ces 
points, 



On est alors ramené au problème précédent. 

7. Cote d'un point de projection donnée apparte- 
nant à une droite donnée. — La droite étant donnée, on mesure 

son intervalle î, , d'où on déduit sa pente p = -• 

Soit d la distance mesurée de la projection donnée au point de cote 
ronde immédiatement inférieur ['fi.g. 7), par 
exemple le point 3. r ; 

La formule (2) donne l'excès h de la cote — + \k""ï 

cbercbée sur la cote 3. Supposons que 
h '-^ 0,4, La cote cbercbée est donc 3,4, 

8. Projection d'un point de cote donnée sur une 
droite donnée. — On sait entre quels points de cote ronde doit 
se trouver la projection cbercbée. Soit h son excès sur la cote ronde 
immédiatement inférieure. La formule (2 his) fait alors connaître d, 
distance de la projection ch-crchée à celle de ce point de cote ronde, 
distance que l'on porte sur la projection de la droite dans le sens 
croissant de la graduation. 



B. — Représentation du plan 

y. Ligue de plus grande pente. Horizontales. — Un 

plan est défini par la représentation, faite ainsi qu'il vient d'être dit, 
d'une de ses lignes de plus grande pente. 

En effet, on sait que les horizontales du plan se projettent suivant 
des perpendiculaires à la projection de la ligne de plus grande pente. 
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et chacune d'elles a évidemment pour cote celle du point oi'i elle ren- 
contre la ligne de plus grande pente. 

Afin de distinguer la projection d'une ligne de 

plus grande pente de la projection d'une droite 

ordinaire, on la figure par un double trait [fig. 8). 
Les perpendiculaires à cette double droite, me- 
nées par les points cotés 1, 2, 3,... sont les pro- 

_ — jections des horizontales du plan, de cotes res- 

|.'i,i. s, pectives 1, 2, 3... 

lO. Plan donné pai' li'ois «le ses poiiils. —Un plan étant 
défini par trois de ses points, propo- 
sons-nous de construire ses hori- 
zontales de cote ronde. 

Pour cela, marquons sur deux 
des droites formées par ces trois 
points deux points de cote ronde 
(n° 6), par exemple les points A 
eibifîg. 9). 

Les deux points de cote 4 déter- 
minent l'horizontaie de cote 4 du plan 
considéré ; les points de cote 5, son 
horizontale de cote 5. A. titre de 
vérification, on doit constater que 
ces horizontales projetées sont pa- 
rallèles. 

On peut, en répétant de part et d'autre Le même intervalle, obtenir 
les projections des horizontales 3, ('), elc... 




11. Reconnaître si deux droites sont dans wn même 
plan. — On peut, d'après ce qui précède, joindre les points de 
même cote des deux droites et voir si on obtient ainsi des droites 
parallèles. 

On peut aussi calculer la cote (n°7) du point qui, sur chaque droite, 
se projette au point de rencontre de leurs projections. Si les droites 
se coupent, les deux cotes ainsi obtenues seront égales. 

12. Cote d'un point de projection donnée ai>pai'te- 
nant à un plan donne. — De la projection donnée on mène une 
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perpendiculaire y la projection de la ligne de plus grande pente défi- 
nissant le plan (/m/. lOj. On a ainsi la projection de ThoriKontale du 
plan passant par le point considéré. 11 suffit, par suite, 
de prendre la cote (n" 7) du point où cette horizontale 
rencontre la ligne de plus grande ponte. Sur l'exemple 
de la ligure on obtient ainsi 3,7, 



13. Sur mit' lîyiîc d'un ]>l;iBt, «loiiiinc «ii 
{ii'Ujcelioii, iitiei'qiK^i- iiii |>«>iiil île ciile 
donnée. — Ce point est à la rencontre de la pro- 
jection de la ligne donnée et de la perpendiculaire 
à la projection de la ligne de plus grande pente, 
menée par le point correspondant à la cote donnée, 
point qu'on obtient par le procédé indiqué au n° 8. 



14. Droite (le peiile donnée dans un plan donné. — 

Par un point de cote ronde de la ligne de plus grande pente duplan, 

le point 4 par esemple, menons dans le plan une droite de penle 

donnée j3. 

La formule (1 bis) nous donne i^. 

Le point 3 de la droite cherchée doit se irouver sur l'horizontale 3 

du plan. En outre, 

la distance de sa 

projection à celle du 

point 4 précédem- 
ment choisi étant 
égale à ^J, on voit 
qu'il suffit, de ce 
point 4 comme cen- 
tre, avec un rayon 
égal à ^'[, de décrire 
un cercle {fig. H 
et de mener les dia- 
mètres de ce cercle passant par ses points de rencontre avec la 
projection de l'horizontale 3 pour obtenir les projections de deux 
droites répondant à Sa question. 

Pour mener une droite de même pente par tout autre point du plan, 
il suffit de mener par ce point une parallèle à l'une des droites ainsi 
obtenues. 
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15. Droite cl plans parallèles. — Pour reconnaître si 
«ne droite est parallèle à un plan donné, il suffit de tirer dans ce 
plan une droite ayant sa projection parallèle à celle de la droite don- 
née el de voir si les intervalles sont les mêmes sur la droite ainsi 





obtenue et sur la droite donnée (n" 4). Si ces intervalles sont égaux, 
les droites joignant les points de mêmes cotes des deux droites sont 
parallèles' {flg. 12) ; s'ils ne sont pas égaux, ces droites sont conver- 
gentes (fig. 13). 

16. Plan de pente donnée passant par une droite 
donnée. — ■ Connaissant la pente p du plan, on en déduit par la 
formule (1 bis) l'intervalle i, de sa ligne de plus grande pente. 

La distance d'un point quelconque de la projection d'une horizon- 
tale de cote ronde à ta projection de l'horizontale de cote ronde la 
plus voisine est égale à l'intervalle ij. Si donc, du point projeté 4 de 
la droite donnée, avec un rayon égal à î',, nous décrivons un cercle, 
nous n'aurons qu'amener du point 3 une tangente à ce cercle (^^. 14), 
puis par les autres points de cote ronde des parallèles à celte tan- 
gente pour avoir les horizontales d'un plan répondant à la question. 

On voit qu'il faut que l'intervalle ^^ calculé soit inférieur à celui 
de la droite donnée, ce qui était évident a priori, et qu'il y a deux 
solutions. Dans la pratique, il existe généralement certaines condi- 
tions d'après lesquelles une seule de ces solutions peut convenir. 

Observation. — Une droite tracée sur un plan divise le plan en 
■deux régions. Si, partant de la droite, un point se déplace sur le 
plan, suivant une ligne de plus grande pente de ce pian, il s'abaisse 
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OU s'élève, selon qu'il passe dans l'une ou dans l'autfe de ces 
.régions. 

Nous dirons que l'une de ces régions -s-'élève et que l'autre 
s'abaisse à partir de la droite. 

La distinclion de ces deux régions se fait très aisément sur le 
plan coté. Appelant, en effet, sens de la droite celui où croît sa 
graduation, on voit que la région du plan qui s'élève à partir de la 
droite est celle où les horizontales du plan font un angle obtus avec 
la droite prise avec son sens ; la région qui s'abaisse est celle où les 
horizontales font un anjrle aigu avec la droite. 




Ainsi, sur la figure 14, on a représenté les régions qui s'abaissent 
à partir de la droite pour chacun des deux plans A et B de pente 
donnée passant par la droite donnée. 

Si on voulait représenter les régions de ces plans s'élevant à par- 
tir de cette droite, on aurait la figure 14 bis. 

On peut remarquer aussi que les projections des horizontales de 
ces deux plans ont des inclinaisons égales sur la projeclion de la 
droite de part et d'autre de celte droite. 

17, l>roite et x>lan perpendiculaires. — D'après un 
théorème bien connu, la projection horizontale de toute droite per- 
pendiculaire à un plan est perpendiculaire à la trace horizontale de 
ce plan, c'est-à-dire aux projections des horizontales de ce plan ; 
elle est donc parallèle à la projection de la ligne de plus grande 
pente du plan. 

Coupons par le plan projetant horizonlalement la droite. 11 ren- 
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contre le plan suivant une de ses lignes de plus grande pente. Cette 
ligne de plus grande pente et la droite perpendiculaire se coupent 
au point A [jlg. 15). P et D sont les 
points pris respectivement sur ces 
deux lignes dans le plan horizon- 
tal situé à i mètre au-dessous du 
point A. 

La propriété [de la hauteur dans 
le triangle rectangle APD donne en 
appelant i^ l'intervalle de la ligne 
relui de la droite perpendiculaire, 




de plus grande pente du plan, i\ 



Les deux intervalles sont inverses l'un de l'autre. Rapprochant 
cette l'ormule de la formule (1 bis), on peut dire que l'intervalle i, 
de toute droite 'perpendiculaire à un flan est égal à la pente de ce 
plan. 

Il est essentiel de remarquer que, sur la ligne de plus grande 
pente du plan et sur la droite perpendiculaire, les gra- 
duations doivent être de sens contraires [fig. 16). 

Ht. Ce qui précède constitue lout ce qu'il y a 
d'essentiel à savoir pour faire usage de la méthode des 
projections cotées. Mais on n'arrive à se rendre absolu- 
ment maître de ces principes, si simples en théorie, 
qu'en faisant de nombreuses applications. Nous allons 
traiter, à titre de premiers exemples, quelques problèmes 
puisés parmi les plus usuels. 

Observation. — Afin de simplifier le langage, nous supprimerons 
désormais, d'une manière générale, la locution « projection de » 
pour désigner les points et droites marqués sur le plan coté. 

Ainsi, quand nous dirons: 

u Par un point de cote ronde pris sur une droite... » 

n Sur la ligne de plus grande pente d'un plan... " 

" Traçons l'horizontale n du plan. » 

Etc 

II faudra entendre: 
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PROBLÈMES USUELS SUR L.V UR 

(1 Par la projection d'un point de cote ronde prise sur la projec- 
tion d'une droite... » 

" Sur la projection de la ligne de plus grande pente d'un plan... > 
<( Traçons la projection de l'horizontale n du plan. » 
Etc 



Problèmes usuels sv,r la droite el le plan 



19. Intersection de deux plsias. — Pour avoir l'intersec- 
lion de deux plans, il faut les couper par des plans auxiliaires et 
prendre l'intersection des droites dé- 
terminées sur chacun d'eux par ces 
plans auxiliaires. 

Ici, nous prendrons évidemment 
comme plans auxiliaires des plans 
horizontaux de cotes rondes. Us dé- 
terminent dans chacun des plans les 
horizontales de cote ronde que nous 
savons tracer. Les points de ren- 
contre des horizontales de mêmes 
cotes des deux plans fournissent 

avec leurs cotes les points de cote ronde de l'intersection des deux 
plans ifïg. 17). 




20. Iiiterseclioii d'une droite et d^un plan. — Par la 

droite, menons un plan auxiliaire 
quelconque. Pour cela, par deux 
points de cote ronde de cette droite, 
menons deux parallèles quelconques 
qui figureront, avec ces cotes, deux 
horizontales du plan auxiliaire {fîg. 
18). Leurs points de rencontre avec 
les horizontales de mêmes cotes du 
plan donné déterminent (n" 19) l'in- 
tersection des deux plans. Cette droite 
d'intersection A coupe la droite 

donnée au point cherché P dont il suffit de prendre la cote sur cette 

droite (n^ 7). 
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21. Appliquons ce qui vient d'être dit à la recherche de l'in- 
tersection par wn plan d'un 
tétraèdre donné par les pro- 
jections cotées de ses quatre 
sommets. 

Traçons {fig. 19) les hori- 
zontales du plan qui ont 
mêmes cotes (6,5, 3,2, 2,4, 
0,7) que les sommets A, B, 
G, D, du tétraèdre; puis, par 
ces sommets, menons des 
droites parallèles quelconques 
(horizontales des plans auxi- 
liaires) qui coupent les hori- 
zontales de mêmes cotes du 
plan respectivement en a, b, 
c, d. [Les points de rencontre de AB, AG et AD respectivement 
avec ab, ac et ad- sont ceux où ces droites percent le plan. 
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22. Perpendiculaire abai»$sée «l'un point sur un 
plan. Distance ilu 
point à ce plan. — 

La perpendiculaire est 
en projection parallèle à 
la ligne de plus grande 
pente du plan ; son in- 
tervalle est inverse de 
celui de cette ligne ; sa 
graduation, de sens con- 
traire. On peut donc la 
tracer comme il a été 
dit an n" 5. 

Pour avoir l'intersec- 
tion de cette droite et 
du plan, on n'a qu'à 
procéder comme il a été 

dit au n" 20. l 1 -. 1 ;. l' 

Si on veut la vraie '''"■■ '■"'■ 

grandeur de cette distance, il suffit de prendre la distance de ce 
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point d'intersection au point donné [a" 3). Mais il est plus simple 
d'opérer comme suit : 

Projetons [fig. 20) la figure sur un plan vertical perpendiculaire 
aux horizontales du plan donné P et rabattons ce plan vertical sur 
le plan horizontal. 

Le plan P se projette suivant la droite P' telle que la différence 
de hauteur entre deux points de cote ronde consécutifs soit de 
i mètre, mesurée à l'échelle du dessin. 

Le point donné A se projette en A' sur la ligne de rappel du 
point A à une distance de l'horizontale 2, par exemple, égaie à l'excès 
de la cote de A sur 2 mètres, soit ici à 4'",5. 

La distance cherchée se projette en vraie grandeur suivant A'H'. 
On mesure la distance li'ft du point H' à l'horizonlale 2 déjà choisie. 
On trouve 



La cote du point H, qui se projette à l'intersection de la ligne de 
rappel de H' et de la parallèle à la ligne de plus grande pente du 
plan menée par A, est égale à 

S3. Changement de pliin de protection. — Le problême qui 
vient d'être traité permet d'effectuer un changement de plan de projection. 
En effet, supposons que, après avoir projeté sur le plan P les divers points A 
qu'on a à considérer dans l'espace, on rabatte ce plan sur un plan horizontal 
de cote ronde, le plan 2 par exemple ; on aura ainsi une nouvelle projection 
cotée de l'ensemble des points considérés. 

Pour avoir la nouvelle projection cotée A, du point A, on n'a qu'à porter 
sur la perpendiculaire à la charnière (l'horizontale 2), c'est-à-dire sur AH qui 
coupe cette charnière au point G, la longueur CA,, égale à G'H'. 

La nouvelle cote du point A, à inscrire à c6lé du point A^, est égale k la 
longueur de H'A' mesurée à Téchelle du dessin, ici 3,5. 

Mais il se peut qu'on n'ait pas besoin de la cote de la nouvelle projection. 
Dans ce cas, on. n'aura, pour distinguer les nouvelles projections, qu'à les 
désigner p3,T les cotes correspondantes des anciennes, en se rappelant alors que 
les chiffres ainsi écrits constituent simplement des noms pour les points qu'ils 
accompagnent (Voir plus loin, n° 41, 2"). 

24. Oistance d'un point à une droite. — Par ce point 
on mène un plan perpendiculaire à celle droite. On choisit naturel- 
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lement la ligne de plus grande pente passant par ce point. Klle est, 
en projection, parallèle et de sens contraire à la droite, avec un 
intervalle inverse (n° 17). 

On prend le point d'intersection du plan et de la droite et on 
mesure la distance de ce point d'intersection au point donné, comme 
au n" 22. 



25. Angle de doux di-oiles. — Par nu point de l'une des 
droites d, le point 4 par exemple, on mène une parallèle d\ à l'antre 
droite d' {fig.2i). 

Considérons 
dans l'espace le 
triangle ABC for- 
mé par les droites 
d et d\ avec une 
horizontale de leur 
plan, l'horizontale 
1 par exemple. 

Rabattons ce 
triangle sur le 
plan horizontal 1 
en le faisant tour- 
ner autour de 
BG. Le point A va se rabattre sur la perpendiculaire AH abaissée 
de A sur BG à une dislance de H égale à la distance dans l'espace 
de A à H. 

Pour avoir cette distance, rabattons le plan vertical projetant AH 
sur le plan horizontal 1. Le point A se rabat en A] sur la perpendi- 
culaire élevée en A à AH à une distance de cette droite égale à sa 
hauteur au-dessus du plan 1 , soit ici à 4 — 1 ^?> mètres. 

Reportons la distance HA, en HA^ sur HA. Nous avons en BA^G 
l'angle cherché. 




26. Angle de deux plans. — Après avoir pris l'intersec- 
tion de ces deux plans (n" 19), coupons-les par un plan auxiliaire 
perpendiculaire à cette intersection. Nous pouvons définir ce plan 
auxiliaire par sa trace MN sur le plan horizontal 1 {fy: 22). Cette 
trace est perpendiculaire à la projection de l'intersection des deux 
plans. Elle coupe respectivement aux points M et N les horizon- 
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talcs 1 do ces plans et au point P la projeclion de l'interseclion sur 
le plan horizontal 1 . 

Soit Qle point où le plan auxiliaire rencontre la droite d'intersec- 
tion des deux plans. 
L'angle MQN de 
l'espace mesure 
l'angle cherché, at- 
tendu que la droite 
d'intersection per- 
pendiculaire au plan 
auxiliaire est per- 
pendiculaire aux 
droites QM et QN 
situées dans ce plan 
et, d'ailleurs, con- 
tenues chacune dans 
un des plans donnés. 
Nous allons ra- 
battre ce triangle 

MQN de l'espace sur le plan horizontal 1. Le point Q se rabattra 
sur la projection de la droite d'intersection. Tout revient à trouver 
sa distance au point P. 

La droite PQ contenue dans le plan auxiliaire est, par suite, per- 
pendiculaire à la droite d'intersection des deux plans. 

Rabattons le plan projetant la droite d'intersection, qui contient 
la droite PQ, sur le plan horizontal 1 . Le point 2 vient en 2' sur une 
perpendiculaire à la droite d'intersection projetée à une distance 
égale à sa dislance au plan 1, c'est-à-dire à 1 mètre. En menant 
du point P la perpendiculaire PQ^ à 12', on a, en vraie grandeur, 
la distance PQ cherchée. 

It sufûi alors de reporter cette distance en PQ^ sur la projection 
de la droite d'intersection pour avoir en MQ^N le triangle MQN 
rabattu, et, par suite, en vraie grandeur, l'angle MQ^N cherché. 




27. Nous bornerons à ce qui précède les généralités sur le point, 
la droite et le plan définis par leurs projections cotées. On peut, à 
l'aide de ces principes, résoudre, sur les corps définis géométri- 
quement, un quelconque des problèmes que l'on sait résoudre par 
la géométrie descriptive ordinaire. Nous allons, pour le montrer, 
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traiter quelques exemples relatifs aux corps ronds. Il sera très facile 
à l'éUidiaul de les multiplier à son gré. 



§2. 



- QUKLOUES PROTiLÏÎMES SUR LES COUPS RONDS 



as. Intepsectioii d'un cône et d'un plan. — Nous supposons le 
cône défini par la projection horizontale b de sa base {/îg. 23) (que nous 
représentons ici par un cercle, mais qui peut être loate autre courbe) par la 
ligne de plus grande pente B de son plan de base el par son son sommet S, 




dont nous prenons ici, pour plus de simplicité, la cote égale à une cole 
ronde, 8 par exemple. 

Coupons ce cône par un plan P dont nous nous donnons la ligne de plus 
grande pente. 

Suivant la méthode ordinaire, nous allons, pour avoir l'intersection du 
cône (S6) et du plan P, les couper par des plans auxiliaires. 

Faisons passer ces plans auxiliaires par l'horizontale menée par le som- 
met S parallèlement aux horizontales du plan de base B. Cette horizontale 
coupe le plan P au point A situé sur l'horizontale de ce plan, de même cole 
que le plan S, e'est-a-dire, ici, sur l'horizontale 8. Pour définir un quelconque 
des plans auxiliaires, nous pourrons nous donner, eu dehors de la droite SA, 
le point M où ce plan rencontrera l'intersection HK des plans P et B. 

Le plan auxiliaire, passant par les points A et M, situés tous deux dans le 
plan P, coupe ce plan suivant la droite AH. 
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Paisqu'il passe par le poinl M contenu dans le plan B et qu'il passe par la 
droite SA parallèle aux horizontales de ce plan, il coupe ce plan suivant son 
horizontale tSm et, par suite, le cône suivant les génératrices SD, SE. 

Dès lors, la droite AM rencontre SD et SE en deux, points I et J qui appar- 
tiennent à l'intersection. 

En faisant varier le point M, ce qui ne fait varier que les droites marquées 
en pointillé sur la iigore, on obtient ainsi autant de points que l'on veut de 
l'intersection. 

Construction de la tangente ('), — Il est aussi facile de trouver la tangente 
en un point de l'intersection, le point I par exemple. 

Cette tangente est donnée par l'intersection du plan langent au cône (S6) le 
long de la génératrice SI avec le plan sécant P. 

Le plan tangent en question contient la tangente en D à ia base h. Cette 
tangente se projette suivant la tangente à ia projection de la base. En outre, 
comme elle est contenue dans le plan B, son point de cote 8 est à sa ren- 
contre V avec l'horiv-onlale 8 du plan B. Les points S et V étant tous deux de 
cote 8, la droite SV est l'horizontale 8 du plan tangent. Elle rencontre l'hori- 
zontale 8 du plan sécant au point T. Dès lors Tl est la tangente cherchée. 



S9. Plans tangents à un cône par un poinl donné. — Nous 
supposons le cône défini comme précédemment et nous prendrons, en vue de 
la plus grande simplicité un poinl Â de cote ronde 4 (^) \ftg. 2-i). 

Cherchons l'intersection de la 
droite SA. et du plan de base B 
[n^aO], en menant par S et A deux 
parallèles quelconques qui ren- 
contrent respectivement les hori- 
zonlales 8 et 4 du plan B, aux 
points D et E. Nous avons ainsi 
le point d'intersection H. 

Du pointu menons à la base les 
tangentes HT et HT'. Ces droites, 
situées dans le plan B déterminent 
avec la droite SA les plans tan- 
gents demandés. 

Si nous voulons par le point S 
mener les lignes de plus grande 
pente de ces plans tangents, nous 
n'avons besoin de connaître que 
leurs horizontales passant au 
point A. 

Prenons, par exemple, le plan tangent SAT. La droite HT de ce pîa.i 




(') Les lignes relatives à cette construction sont marquées sur la figure en traits mixtes 
(2) Si les points S etAn'étsient pas de cote ronde, on aurait «graduer la droiteS.i {n^lj; 
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dans le plan B, le point V où celle droite rencontre l'horizontale 4 de ce plan 
est à la cote 4. Donc AV est l'horizontale 4 de ce plan. La perpendiculaire 
abaissée de S sur AV donne la direction de la ligne de plus grande pente, dont 
le point 4 est à sa rencontre avec AV. Le point S étant à la cote 8, il est facile 
de graduer cette ligne de plus grande pente. 



îtO. Plans taiigeiils à une sphère par une droite exlérîeiire. 

- La sphère est définie par son centre C {fig. 25) que nous supposerons 

encore de cote ronde, 5 
par exemple, et son rayon 
donné en vraie grandeur 
\A l'échelio convenue) sur 
la figure. 

Les plans tangents à la 
sphère menés par la 
droite d sont tangents à 
tout cône circonscrit à 
celte sphère et ayant son 
sommet sur la droite. 

Considérons celui qui a 
son sommet A de même 
cote que le cenire de la 
spiière, c'est-à-dire, ici, 
de cote .T {'). 

Le plan du cercle de 
contact du cône et de la 
sphère étant perpendicu- 
laire à la droiie AC, qui 

I .. , ; ^ , est horizontale, sera ver- 

', ,„ lical. Il se projettera donc 

tout entier sur la droite 
DE qui joint les points de contact des tangentes menées de A au cercle de 
contour apparent de la sphère. 

Tout revient à mener par la droite d un plan tangent au cOne ADE. 
Cette droite rencontre le plan de base au point B dont on obtient immé- 
diatement la cole (n° 7), par exemple, ici, 8,25. 

Pour mener de ce point B des tangentes au cercle de base, faisons un rabat- 
tement sur le plan horizontal 3, en convenant (lu c6té (\e côté droit par 
exemple) vers lequel nous rabattrons les points situés au-dessus de ce plan. 
Le point B se rabat alors en B, , BB, étant égal S la hauteur du point B au- 
dessus du plan sur lequel se fait le rabattement, ici, 3'",23. 

Les tangentes menées de B au cercle de base sont rabattues suivant les 
tangentes B,T,, B,T',, menées de B, au cercle décrit sur DE comme diamètre. 




Si le cenli-fi de lu sphère n'étiiit pas de cole ronde, on aurait ici à déterminer le point 
droite d aynnl la cote du cenire de la sphtre (n° M). 



y Google 



SURPAGES TOPOGRAPHIQUES 
Après relcvernenl, les points T, et T'i se projettenl en T et en T'. 
Mesurons, à l'i^ehelle TT, et TT',. Nous trouvons 



Le point T, étant à droite de DE, son relèvement est au-desaiia du plan S. 
Sa cote est donc 

5 + 2,1 == 7,-l. 

Le point T', étant à gauuhe, son relèvement est au-dessous dn plan 3. Sa 
cote est donc 



Nous pensons qu'il est inutile de nous arrêter davantage aux corps ronds. 
La mélhode des projections cotées s'emploie d'ailleurs principalement pour 
l'étude des surfaces topographiques, dont nousailons maintenant nous occuper. 



§ 3. — Surfaces topooraphkjuf.s 

31. Ijijjiies de niveau. — Considérons une surface quel- 
conque rapportée, suivant la méthode des projections cotées, à un 
plan de comparaison. 

On pourrait, pour représenter approximaiivemenl celte surface, 
donner les projections cotées de points qui y seraient pris arbitrai- 
rement à des dislances suffisamment petites les uns des autres, 
pour que l'on puisse considérer la droite joignant deux points voi- 
sins comme sensiblement appliquée sur la surface dans leur inter- 
valle. 

On se heurterait ainsi à la difficulté d'inscrire les cotes, en très 
grand nombre, relatives à tous ces points. L'idée se présente donc 
tout naturellement de prendre tous les points de même cote, c'est-à- 
dire situés à un même niveau, et de projeter la ligne de niveau passant 
par tous ces points. Il suffira alors d'inscrire une seule fois à côté 
de cette projection la cote correspondante, pour avoir du même coup 
la cote de tons les points dont l'ensemble constitue celte ligne. 

En outre, au lieu de faire croître arbitrairement les cotes de l'une 
à l'autre de ces cotes, on les fera croître régulièrement, c'est-à-dire 
qu'on supposera les plans horizontaux, contenant, dans l'espace, les 
lignes de niveau successives, équidistanis. 
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Enfin, cette équidistanceseraprise dans un rapport simple i, 2,5... 

i 1 

ou p' 5' avec l'unité de longueur, le mètre, suivant le degré d'exac- 
titude que l'on veut avoir. 

Dans ce qui suit, nous suppose- 
rons l'équidistance égale à 1 mètre. 
Une surface sera donc définie 
par les projections de ses lignes de 
niveau cotées i, 2, 3... {f%g. 26). 
Une surface ainsi définie est 
dite une surface topographique, 
parce que c'est par ce procédé que 
l'on 'figure sur les cartes le relief 
du sol. 

j,-if, .,,; Afin de simplifier le langage, 

nous conviendrons, comme précé- 
demment, de dire, lorsque le doute ne sera pas possible, i< la ligne 
de niveau n » pour désigner la projection cotée de celte ligne de 
niveau. 




32. Iiilerseclion d'une siii'Ïîmîo lopoçjraphitiue par 
un plan vertical. — Pour avoir l'intersection d'une surface 
topo graphique par un plan vertical V, il suffit de faire une projec- 




tion sur ce plan [fig. 27). Pour cela, portons sur une droite les 
1 OjOj, Ojflg pris sur V, et qui donnent les écartements 
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horizontaux entre les points Aj, A,, Ag de la surface, et portons 

sur les lignes de rappel de ces points les hauteurs a^A^, a„A,,, a^A^, 

respectivemeni égales aux cotes 1, 2, 3, des courbes de niveau 

sur lesquelles sont situés les points Aj, A,, A^, de la surface. 

En joignant par une ligne continue les points ainsi obtenus, nous 
avons approximativement la courbe d'intersection de la surface par 
le plan vertical V. Nous appellerons la figure ainsi construite la 
coupe ou le profil donné par le plan V. 

Pour avoir la cote d'un point de la surface projelé en m, nous 
coupons la surface par un plan vertical V passant par ce point. 
Nous construisons, comme il vient d'être dit, la coupe faite par le 
plan V. 

Le point m reporté sur cette figure auxiliaire donne le point M 
sur la coupe. Il suffit de mesurer, à l'échelle convenue, la hau- 
teur mM pour avoir la cote de M. 

Réciproquement, on peut, sur la coupe, obtenir la projection ru 
d'un point M de cote donnée. 

33. Courbes inlcrcalaires. — Si, par exemple, on veut 
construire la ligne de niveau correspondant à une cote donnée h, ce 
qu'on appelle une courbe intercalaire, il suffit de couper la surface 

par une série de plans verticaux V, V, V" choisis suffisamment 

rapprochés et dans une direction aussi normale que possible aux 
courbes cotées de façon à avoir des profils aussi raides que possible 
(voir n° 38), ce qui est préférable au point de vue de l'exactitude. 
Sur chacun de ces plans verticaux on marque, comme il vient d'être 

dit, le point de cote h; on obtient ainsi les points m, m, m, 

qu'on n'a plus qu'à joindre par une courbe continue, pour avoir la 
courbe intercalaire h. 



3-1. Sens du reliei. — Considérons les surfaces définies par 
les courbes des figures 28 et 28 bis, dont la disposition générale est 
la même, mais avec des chiffraisons inversées. 

Construisant des coupes verticales de ces surfaces, nous obtenons 
les profils dessinés, ce qui nous conduit à formuler cette observation 
très importante pour la lecture des plans cotés : 

Lorsque, sur une partie de surface, les courbes de niveau s'em- 
boitent les unes dans les autres, si la cote la plus forte est à Vinté- 



y Google 



24 CHAPITRE I". -— PROJECTIONS COTÉES 

rieur, cette partie de surface est en bosse ; si elle est à l'extérieur, 
cettepartie est en creux. 




35. Profil en lonf|. Profils en travers. — Soit c la pro- 
jection horizontale d'une ligne G tracée sur une surface topogra- 
phique S. 

La ligne G peut être considérée comme l'intersection de la sur- 
face S par le cylindre vertical dont c est la section droile. 

: Si on développe ce cylindre sur un plan, de façon que la section c 
devienne une ligne droite, la ligne suivant laquelle la ligne G vient 
se développer est dite le protil en long de la surface S le long de la 
ligne G. 

On voit que ce profil en long se construira exactement comme la 
coupe de la surface par un plan vertical lorsqu'on aura reporté les 

points «,, et,, 0;j, sur la droite représentant le développement 

de c {<] (fig:29). 

Nous ohtenons, pour la portion de surface considérée, deux points 
sur chaque horizontale. Le point le plus haut H correspond au niveau 
pour lequel ces deux points viennent se confondre, c'est-à-dire pour 

(') Ce report est facile àfaii'e, cat* les arcs a,a.2, «atig, sonlpoufla pluparl assez 

voisins de leurs cordes pour qu'on puisse, sans inconvénient, les remplacer par 
celles-ci. Si, comme l'arc as»';; de la figure, ils diffèrenl sensiblement de cette corde, 
on les fractionnera en arcs pouvant être confondus avec leurs cordes. 
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lequel la courbe de niveau correspondanle (qui serait une courbe 
intercalaire} est tangente à la courbe c. 




"-j;;=H 


-«^P- 




^i. 


_..2fc^t _ 


mX' 




; ^\*. 






: \ K.1 


.-/! 1 i 


^ i : X« 







Si en un point m de la courbe c on lui mène une normale, et que 
l'on fasse la coupe de la surface par le plan vertical passant par celte 
normale, on a ce qu'on appelle le profil en travers au pomt M. La 
cote du point m, nécessaire pour construire ce profil en travers, est 
d'ailleurs donnée par le profit en long. 

36. Pente d'une ligne U'aeée sur une surface. — Con- 
sidérons deux courbes de niveau voisines, a et b, d'une surface S. 

Sur ces courbes prenons les points A et B. 

Nous admettons que la droite AB est assez près d'clre appliquée 
sur la surface pour que nous puissions considérer cette coïncidence 
comme eiïectivement réalisée. 

Si k est l'écarteraent vertical des plans a et b, eu sorte que 

h =: a — b, 

et si d est la longueur de la projection horizontale, nous savons que 
la pente de l'élément AB est donnée (n° 2) par 
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37. Lignes d'égale pente. — De là, une première consé- 
quence, c'est que, pour une même distance verticaLe /(, la pente est 
la même lorsque d est le même. 

En particulier si 



d est ce que nous avons appelé l'intervalle î,. 

Si donc, à partir d'un point Ai pris sur la courbe i [fîg. 30], nous 
traçons la ligne A|A„A;j..., telle que 



A,A, .- Â„A., : 



les divers éléments qui composent cette ligne dans l'espace ont la 
même pente j). 




Nous avons ainsi la projection d'une ligne d'égale ^ente de la sur- 
face. 

Il est facile, d'après cela, de tracer à partir d'un point donné une 
ligne d'égale pente donnée, car on a immédiatement la longueur i, 
des segments successifs de cette ligne par la formule 



Supposons maintenantque,aulieu de donner la pente, on donne les 
points de départ et d'arrivée Aj et A,, de la ligne d'égale pente. Pour 
pouvoir appliquer la construction, il faut connaître l'intervalle i^ 
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correspondant. On peut, avec une approximation suffisante, obtenir 
celui-ci de la manière suivante : 

Avec un intervalle i\ voisin de la valeur que doit avoir ^\, on 
trace la ligne d'égale pente A^ A'^Â'^. . , qui aboutit au point A'-,. 

De même, avec l'intervalle {', on obtient le point A'V 

Gela fait, on porte sur un axe les longueurs 

01' = *", 
et 

01" --=: i", 

de ces intervalles, et en ordonnées les distances 



ces ordonnées étant portées du même côté de l'axe ou de part et 
d'autre (ce qui est le cas ici et ce qui vaut mieux), suivant que les 
points A'j et A"^ sont, sur la courbe 5, du même côté ou de part et 
d'autre du point A5. 

Si on construisait de même d'autres points E, donnant, en ordon- 
nées, les écarts de position répondant à diverses valeurs de l'inter- 
valle ij, on aurait une courbe qui couperait l'axe au point I corres- 
pondant à un écart nul, c'est-à-dire faisant connaître l'intervalle 



de la ligne d'égale pente aboutissant au point A^- Mais si les points I' 
et l" sont suffisamment voisins du point I, surtout s'ils sont de part 
et d'autre de ce point (condition qui peut toujours être obtenue par 
tâtonnement), on peut se contenter, sans erreur sensible, de prendre 
pour le point I le point de rencontre de l'axe et de la droite E'E". 

sa. Lignes do plus gi-ancle pciilc. — Reprenons la for- 
mule 



et considérons le point A comme fixe et le point B comme variable 
sur la courbe b [fig. 31). 
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Si nous nous donnons la valeur de d, nous avons sur la courbe h, 
en décrivant de A comme centre un cercle de rayon d, deux points B 
etB', tels que la pente des lignes projetées suivant AB et AB' est 
égale à la valeur de p donnée par la formule ci-dessus. 

Lorsque d diminue, /) étant constant, p 
augmente ; mais d ne peut pas diminuer 
indéfiniment. Sa plus petite valeur est don- 
née par le rayon c^o du cercle de centre A 
tangent à la courbe h. 

La pente p^ correspondante est maxi- 
mum. C'est la plus grande pente que puisse 
offrir à son départ une ligne tracée au 
j^j^ .(, point A sur la surface. 

Nous pouvons de même passer du 
point Bg à la courbe c par le chemin Boc^ de pente maximum, et 
ainsi de suite. 

Nous obtenons ainsi une ligne déplus grande -pente de la surface. 
Remarquons que, puisque la courbe b est tangente au cercle de 
rayon AB^, cette droite AB,, est normale en Bq à la courbe h ; de 
même, BijC,, est normale en Cq à c, GgDg normale en Dg à d. 

Si nous supposons que nous prenions sur la surface un très grand 
nombre de courbes de niveau extrêmement rapprochées, nous 
voyons qu'à la limite la projection de la ligne de plus grande 
pente sera une courbe coupant à angle droit les projections de 
toutes les courbes de niveau. C'est ce qu'on appelle une trajectoire 
orthogonale de ces courbes. 

D'ailleurs, si on considère dans l'espace l'angle formé en un 
point par la tangente à la courbe de niveau et la tangente à la courbe 
de plus grande pente passant en ce point, cet angle se projetant hori- 
zontalement suivant un. angle droit et ayant un côté horizontal (la 
tangente à la courbe de niveau) est, d'après un théorème bien connu, 
lui-même un angle droit. 

Ainsi, de même que leurs projections sur le plan, les courbes de 
niveau et les courbes de plus grande pente d'une surface, prises 
dans l'espace, se coupent à angle droit. 

Une goutte d'eau abandonnée à elle-même en un point d'une sur- 
face supposée parfaitement polie glissera le long d'une ligne de 
plus grande pente. 
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39. Intcrseclion de deux surïaeos toporji'aphîques. 

— Poiiravoir l'intersection de deux surfaces topographiques, remar- 
quons que les 
points de rencon- 
tre dedeuxlignes 
de niveau de 
même cote appar- 
tiennent à cette 
intersection puis- 
que ces lignes de 
niveau de même 
cote appartien- 
nent à un même 
plan horizontal. 

On a donc im- 
médiatement ainsi 
{fig. 3â) un cor- 
tain nombre de 

points de rinlerse<'don. Cela suffit, en général. Si Ton en désirait 
davantage, on aurait recours à des courbes intercalaires (n° 33). 




40. Application aux déblais et remblais d^iiio 
route. — Nous supposons qu'une route rectiligne de pente donnée, 
ce qui permet de construire les horizontales de la chaussée suppo- 
sée plane, Iraverse un terrain défini par des courbes de niveau. 

Dans les parties en déblai, le terrain doit être entaillé suivant des 
talus, dont la pente pa sur l'horizon est donnée; dans tes parties en 
remblai, les terres rapportées sont limitées à des talus dont la 
pente p,. est également donnée. 

Sur la figure 33, on a pris 

'P'> = 1- P'' = f^ 

Les intervalles correspondants, pour l'cquidistance de J mètre, 
sont 



Nous vovons qu'en projection la courbe de niveau 4 du terrain ol 
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l'horizontale 5 do la route se croisent entre les bords de celle-ci. 
Donc, en ce point, la route est au-dessus du terrain ; elle est en 
remblai. 

De même, la courbe de niveau 3 franchit la route entre les hori- 
zontales g et 3, c'est-à-dire en une région où les points de la roule 
ont des cotes inférieures à 3. Ici, il y a donc déblai. 

On juge de cette façon de la région où il y a déblai et de celle 
où il y a remblai. 




Les points de passage du déblai au remblai sont donnés par la 
rencontre des bords de la route avec la ligne suivant laquelle le 
plan de la route coupe le terrain naturel. Cette ligne passe par les 
points R3 et R,^ où les horizontales 3 et 4 de la route coupent les 
courbes de niveau 3 et 4 du terrain. On obtient ainsi les points de 
passage P et F, en confondant dans l'intervalle RgR., la ligne d'in- 
tersection du terrain et de la chaussée avec sa corde. 
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Définissant le sens de la route par celui de sa graduation crois- 
sante, nous voyons que par le bord de droite nous aurons à faire 
passer un talus de remblai au-dessus de P', un talus de déblai au 
dessous; et, sur le bord de gauche, un talus de remblai au-dessus 
de P, un talus de déblai au dessous. 

Puisque nous connaissons les intervalles ^,, et *.",, de ces divers 
plans, nous pouvons les construire, ainsi qu'il a été dit au n" 16, en 
tenant compte de l'observation qui termine ce numéro, c'est-à-dire 
de ce que les horizontales des talus de déblai doivent faire un 
angle obtus, et celles des talus de remblai un angle aigu avec le 
bord de la route pris dans le sens de la graduation croissante. 

Par suite, ayant décrit, du point 5 comme centre, un cercle de 
rayon i,, c'est du point 4 que l'onmènera une tangente à ce cercle 
pour avoir la direction des horizontales du talus de remblai de 
droite. Tandis qu'ayant décrit, du point 2 comme centre, un cercle 
de rayon i^, c'est du point 3, non du point 4, que l'on mènera une 
tangente pour avoir la direction des horizontales du talus de déblai 
de droite. 

Les directions correspondantes sur le bord gauche de la route 
seront évidemment symétriques des précédentes par rapport à l'axe 
de la route. 

Pour avoir l'intersection de ces divers plans avec le terrain, il 
suffit, comme il a été dit au n" 39, de prendre les points de ren- 
contre de leurs diverses horizontales avec les courbes de niveau de 
même cote prises sur le terrain. 

Ces lignes d'intersection sont figurées sur la figure 33, que nous 
avons complétée par des profils en travers déterminés par le ver- 
tical V,; sur la partie en déblai et V,, sur la partie en remblai. 

41. Plan langent mené à une surface topo^i-aplilque par 
une droHe. — Premier oas. — La droite est horisonlale. — Soit dlù. cote 
de la droite donnée par sa projection [fig. 34). 

Appelons M le point de contact cherché, 

La tangente à la courbe de niveau passant au point M est donnée par la ren- 
contre du plan horizontal contenant celte courbe de niveau et du plan tangent 
en M ; c'est donc une horizontale de ce plan: mais la droite d est aussi hori- 
zontale de ce plan. Donc la tangente en M à U courbe de niveau passant en ce 
point est parallèle à la droite d. Il en résulte que, si nous circonscrivons à la 
surface le cylindre dont les génératrices sont parallèles à la droite d, le plan 
tangent cherché sera tangent à ce cylindre. 

En menant aux courbes 1,2, 3, 4, de la surface des tangentes parallèles à d, 
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iiousavons les génératrices 1, 2, 3, -i, de ce cylindre, qui louche Jasurfaco sui- 
vant la ligne \1A5A3A,. 

Faisons une coupe par un plan vertical perpendiculaire à d. Cette droite 
donne le point d', et le cylindre ia courbe A'jA'jA'jÂ'i. 

La tangente d'W donne la coupe du plan tangent cherché. Le point M', par 
!a génératrice correspondante du cylindre, donne sur la ligne de contact le 
point M cherché. La cote de ce point est donnée par mW. 




X 



Deuxième cas. — La droite est quelconque. — Au point de contact cherché M 
le pian tangent est coupé par le plan horizontal suivant la tangente à la 
courbe de niveau. Mais ce plan tangent passant par la droite d donnée, cette 
horizontale coupe la droite d au point qui a même cote que le point de con- 
tact M. 

Ainsi, on a un premier lieu géométrique du point M en menant, de chaque 
point de la droite d, une tangente à la courbe de niveau de même cote que 
Jui et joignant par une ligne l tous les points de contact ainsi obtenus. 

Le plan tangent cherché coupe la courbe l en deux points infiniment voi- 
sins. Si donc nous opérons un changement de plan de projection (n" 23) en 
prenant un plan perpendiculaire à la droite </, la droite joignant le point où la 
droite d se projettera tout entière sur le nouveau plan à la projection du point 
de contact sera tangente à la nouvelle projection de la ligne L De là, le 
moyen d'obtenir ce point, qu'on peut reporter ensuite sur l'ancien plan de pro- 
jection. 

4S. Cône de soiiiniet donné circonscrit à une surface lopo- 
graphique donnée. — Faisons des coupes de la surface par des plans 
verticaux passant au point S (n" 32). 

Sur chacune de ces coupes on aura une génératrice du cône circonscrit en 
menant du point S une tangente au prolll de la surface. 

On reportera le point de contact sur la projection, et l'on aura ainsi autant 
de points que l'on voudra de la courbe de contact. 
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CHAPITRE II 
PERSPECTIVE AXONOMÉTRIQUE 



43. Nous allons étudiorici, en vue îles applications à en faire à 
la théorie des ombres, la perspective asonomé trique, considérée 
comme mode spécial de représentation plane des corps de l'espace, 
mais envisagée à un point de vue tout autre que celui où l'on se 
place d'ordinaire en la faisant dériver de la perspective conique. 

§ 1. — Perspective axonométrique pleine 
'^'^t. I>éfiiiîl.îon. — Supposons tous les points d'un plan rap- 



.,M 




portes à deux axes rectangulaires sur lesquels nous portons on OX 
et en OY des segments égaux à l'unité de longueur, à l'échelle de la 
figure {fig. 35). Puis, donnons-nous des axes obliques et convenons 
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d'adopter, dans la direction de chacun de ces axes, des échelles 
quelconques définies respectivement par les segments OiXi et O^Yi, 
représentant pour chacune d'elles l'unité de longueur. 

Les coordonnées OP et OQ d'un point M du premier plan {fiy . 35) 
étant reportées en OiP, et OiQ, aux échelles respectives des deux 
axes, sur le second plan, définissent un point M, qui est dit la per.ï- 
pective axonomé trique du premier. 

Le point Mi peut être construit géométriquement d'une façon très 
simple. 

Ilsuffll, sur deux axes menés arbitrairement par le point 0,, de 
reporter les points X, P, Y, Q, marqués sur les axes passant au 
point 0, de tirer les droites XSj et ¥¥[, et de mener par P et par Q 
les parallèles PP, et QQ, respectivement à ces deux droites. 

Si réchelle de l'un des axes du second plan est !a même que 

l'échelledel'axe correspondant du premier, par exemple siO|Xi^=OX, 

la construction se simplifie. On peut 

■y/ / superposer les deux plans, en faisant 

l\ / -ir coïncider leurs axes des abscisses, 

al V y — 

K YÏ (''\ Répétant alors la construction précé- 

/ %■ "'■""-)^| dente {fig. 36), on voit que la figure 

// / / MMjQiQ est un parallélogramme, 

^ — ■ — — „ > — -—^ puisque les côtés MB et MiQ, sont tous 

deux parallèles et égaux à OP. Dès 

lors MM| est parallèle à QQ, et, par 

suite, à YY,. Tout se réduit donc, pour avoir le pointM,, à prendre 

le point de rencontre de la parallèle à 0Y| menée par P avec la pa- 

raUèle à YY| menée par M. 

Reinarque. — Le point M, étant donné, dans l'un ou l'autre cas, 

on obtient immédiatement, par une marche inverse de la précédente, 

le point M dont il est la perspective. 

45. Perspective de la droîle. — Étant donnée une 
droite AB, qui coupe OX en A et OY en B, prenons les points 
A, et Bi, perspectifs des points A et B, et joignons-les par une droite. 

Il est facile de voir que le perspectif M, d'un point M, pris sur la 
droite AB, se trouvera sur la droite A|B| (fig. 37). 

En etïet, le point M étant sur AB, on a : 
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PERSPECTIVE AXONOMBÏRIQUE PLANE 

Mais, par construction, 



P,A, 
"O.A,' 



ce qui prouve que le point Mj est sur la droite A]B|. 

Donc, la perspective axonométrique d'une droite est une droite. 

Il est évident, d'après cela, que les 'perspectives axonomêtriqties 
de droites concourantes sont des droites concourantes, et, en par- 





ticulier, que les perspectives axono^né triques de droites parallèles 
sont parallèles ; que la perspective axonomètrique d'une tangente à 
une courbe est tangente à la perspective de cette courbe; que celle 
d'une asymptote est une asymptote de la perspective, etc. 

46. Remarquons aussi que, si une courbe est d'ordre n, c'est-à- 
dire si elle est coupée en n points par une droite quelconque de son 
plan, sa perspective sera coupée en n points par une droite quel- 
conque de son plan. Donc : la perspective axonomètrique d'une 
courbe d'ordre n est une courbe d'ordre n. 

En particulier, la. perspective axonomètrique d'une co7iique est 
une conique. Il y a plus : si la courbe est fermée, la perspective est 
aussi fermée ; si elle s'étend à l'infini, il en est de même de sa pers- 
pective; et encore de même, si elle est tangente à la droite de 



y Google 



36 CHAPITRE II. PERSi'EGTIVIi". AXONOMETRIQTJF. 

l'infini. Donc la perspective axonométrique d'une conique est une 
conique de même espèce. 

*^7.CoiiservaUoii des rapports sc<)iucnlaîrcs. — SoîtM 




un point pris sur le segment de droite AB {fig. 38). On voit immc- 
diateinont que, si A|MiB, est la perspective de AMB, on a 



Cela revient, en effet, à écrire que 



OC — OP 0,C| 
Ul> - OD^ O.P. 



égalité manifestement satisfaite, puisque 



(i,C, 0,I>, 0,P, 0,X, 

Cette conservation des rapports segmentaires par la perspective 
axonométrique montre que la perspective d'un diamètre d'une 
courbe est wn diamètre de la perspective de la courbe., que celle du 
centre est centre de la perspective, que deux diamètres conjugués 
d'une conique ont pour perspectives deux diamètres conjugués de la 
perspective de cette conique, etc. 

48. Cei'cle. — D'après ce qui vient d'être dit, la perspective 
axonométrique d'un cercle sera une ellipse (n" 46) ayant pour centre 
la perspective 0, du centre ii du cercle [fig. 39). 
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Metlons eu perspective le carré EFGH, circonscrit au cercle, 
dont les côtés sont parallèles à OX et OY. 

Nous obtenons ainsi le parallélogramme EjF,,GiIii dont les côtés 
sont parallèles à OjX, et 0,Yi. L'ellipse cherchée touchera les côtés 
de ce parallélogramme en leurs milieux A,, B,, G,, D,, ou, si l'on 
veut, aura AiGj et 3,0, pour diamètres conjugués. 



La connaissance de ces deux diamètres conjugués permet de cons- 
truire immédiatement cette ellipse (Voir n" 53), sans qu'on ait à 
mettre en perspective d'autres points du cercle. 

Toutefois, si l'on veut avoir les points de rencontre de l'ellipse tl, 
avec une droite d,, donnée sur le plan XiOiYi, ou, si l'on veut 
mener à cette ellipse des tangentes par un point Pj donné sur ce 
plan, il est bon de déterminer sur le plan XOY la droite d ou le 
point P correspondant, et de prendre les points d'intersection de la 
première avec le cercle ii ou les points de contact des tangentes 
menées à ce cercle par le second, pour reporter ensuite ces points 
sur la perspective. 

49. Ellipse, — La solution est la même. Ou circonscrit à 
i' ellipse soit le rectangle dont les côtés sont parallèles aux axes, soit 
un parallélogramme formé par des tangentes de directions conju- 
guées, en choisissant de préférence l'une de ces directions parallèle 
à l'un des axes OX ou OY. On forme la perspective de ce parallélo- 
gramme ; on n'a plus qu'à y inscrire l'ellipse perspective (n° 53). 

oO. Hyperbole. — On trace les perspectives des deux asymp- 
totes : ce sont les asymptotes de la perspective. On prend ensuite la 
perspective d'un point quelconque de l'hyperbole. On a ainsi les deux 
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asymptotes et un point de l'hyperbole perspective. Gela suffit, si l'on 
veut, pour la tracer (Voir n" 56). 

51. Parabole. — Pour la parabole, on mettra en perspective 
deux tangentes TA et TB avec leurs points de contact A etB(;^.40). 




On aura ainsi, pour déterminer la parabole perspective, deux tan- 
gentes TiA|, TiB], avec leurs points de contact A|B| (Voir n"59). 

On choisira évidemment, de préférence, les tangentes parallèles 
à OX et OY. 

Si l'axe de la parabole est parallèle à l'un des axes, OX par 
exemple, auquel cas la tangente parallèle à cet axe est rejetée à l'in- 
fini, on prend les tangentes en deux points A et B symétriques par 




rapport à l'axe {-(ig. 41). La perspective T|M| de l'axe est un dia- 
mètre de la perspective, et celle S,Vi de la tangente an sommet la 
tangente conjuguée de ce diamètre. 

52. Fiflui'c quelconque. — Si on a à mettre en perspective 
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une figure quelconque, non définie géométriquement, le mieux est, 
sur le plan où cette figure est tracée, de tracer un quadrillage régu- 
lier dont on forme la perspective {fig. 42). En reportant sur cette 
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perspective les points où le premier quadrillage est rencontré par la 
figure donnée, on arrive rapidement à construire la perspective de 
celle-ci. Cette opération porte le nom de craticulage. 



Procédésjwur laconsh'tiction des coniques dans les c 
d^être définù 



S' qui viennent 



o3. Il suflU d'indiq 
dans un des quatre angles formÈs par 
l'angle AOB. 



la consti-uclion pour lu portion de l'ellipse compri 
deux diamètres conjugués, soit dai 




Portons sur BC un certain nombre de points qui soient deux à deux équidis- 
lants des extrémités de ce segment. Le mieux est de diviser BC en un certain 
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nombre de parties égales, au moins approximativement, afin d'obtenir une 
série de points assez régulièrement espacés sur l'ellipse ('), 
Sur la figure 43, on a divisé BC en six parties égales par les points M,, M^, 

Mg, Mj, Mj. 

Joignons le point A à ces points 
de division par des droites qui 
coupent la diagonale A'G aux 
points Q,,03,Q3,Q„Q5- 

Associons alors deux à deux 
les droites AM,, AM^,... d'une 
pari, etBQijBQj,... de l'autre, en 
renversant l'ordre des indices. 
j^^ Les points d'intersection P,, P^, 
P3, P(, P5, fournis par ces cou- 
ples de droites, appartiennent à 
l'ellipse {^). 

54. Si on veut avoir la tan- 
gente en un de ces points, P^ par 
, ^ exemple, il suffit de tirer la droite 

A'P^ qui coupe OA en R^ et <ie 
mener, par Rj, à OA une parallèle qui coupe AC en T^. 
PjTj est la tangente cherchée (^). 

55. Si, pour plus de précision, on veut déterminer les axes de l' ellipse en 
direction et en grandeur, on peut recourir à la classique construction de Chasles, 
que voici : 

Si du point B {/îff. ■14) on abaisse sur OA une perpendiculaire sur laquelle on 
porte 




BH : 



. BK 



-OA, 



es axes sont dirigés suivant les bissectrices intérieure et extérieure de 
•angle HOK. 
On a, en outre, 



OK:; 



- b. 



De sorte que, si on reporte OK en OL sur OH, on a, en appelant 1 le milieu 
de IlL, 

01 = a, LI = b. 

(') On pourra, par exemple, prendre le milieu de BC, puis, sur l'une des deux moitiés de 
ce aegm.erit, prendre des points à peu près équidistants et reporter rigoureusement ces 
pointa en ordre inverse sur la seconde moitié de UG. 

(^) Nouvelles Annales de Mathématiques, 1893, p. 351 . 

53) AnTiales des Ponts el Chausséet-i août 1888, p, 262. 
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On n'a qu'à reporter ces longi 
pour avoir les sommets A,, et B^ 



PERSPECTIVE ASONOMETRIQUE PLANE 

en UA,) et 0B(, sur les directions des a 



" Hypkhbole 



56> Soient Oa: et Oy les asymptotes et M le point donnés. Nous pouvons nous 
borner à envisager la branche d'byperbole comprise dans l'angle des asymp- 
totes où se trouve le point A. 

Il est bon de commencer par déterminer le sommet situé sur cette branche. 

Les coordonnées dusommet sont égales àla moyenne géométrique des coor- 
données OP et OQ du point M donné ijig. 45). 

Rabattant OQ en OR, sur le prolon- 
gement de PO, décrivant le cercle qui a 
PR pour diamètre, et élevant en la 
perpendiculaire OH à PR, on a cette 
moyenne géométrique OH. On la porte 
en 01 et OJ sur les axes Qx et Oy. Les 
coordonnées 01 et OJ déterminent le 
sommet A, situé 6or la bissectricedeajOî/. 





Sï. Pour obtenir d'autres points de l'hyperbole, menons par le centre 
(fig. 46) des droites quelconques OU,K,, UH^Ko,... qui coupent les paral- 
lèles AI et AJ aux asymptotes, menées par le sommet A, respectivement aux. 
points H,. Hj, Hg,... et K,, K^, Kg,... 

Parles points H,, H^, H^,... menons des parallèles à Oa;; par les points 
K,, K^, Kj,... des parallèles à ky. La rencontre de ces droites, associées par 
indices, donne les pointa M,, M^, M^.,. de l'hyperbole. 



y Google 



CHAPITRE II. 



PERSPECTIVE AXONOMEÏHIQUE 



58. Si on veut la tangente au point Mj, par exemple, on n"a ijii'à doubler 
BOit l'abscisse OP3, soit l'ordonnée OQ^ de ce point, et à joindre le point Sj 
ou T3 ainsi obtenu au point M3 par une droite qui est la tangente cherchée. 



59. La parabole étant déterminée par deux tangentes TA et TB et leurs 
points de contact A et B, prenons le milieu M de AB \fig. 4'7), TM donne la 
direction des diamètres de 
la parabole. 

Prenons d'une façonquel- 
conque sur AB le segment 
HK égal fi AM, et menons 
par les points H et K des 
parallèles à TM qui coupent 
TA et TB en P et en Q. La 
droite PQ est tangente à. la 
parabole. 

Pour avoir son point de 
contact J, il suffit de prendre 
le segment PJ égal àlQ. 

On peut de celte manière 
avoir, «n tel nombre qu'on 
voudra, des tangentes à la 
parabole avec leurs points 
de contact. 

Un procédé expéditif, 
pour réaliser cette construc- 
tion consiste à découper 
dans du papier fort le gabarit formé par le segment HK avec les parallèles 
à TM menées par ses extrémités. On n'a qu'à faire glisser le segment HK de 
ce gabarit le long de AB pour avoir autant de points P et Q que l'on veut. 
Lorsque tous ces points sont marqués, il suffit de les joindre par des droites 
en suivant sur TA et TB des sens inverses, c'est-à-dire en associant le point P 
le plus voisin de A avec le point Q le plus éloigné de B, 




60. Si, pour plus de précision, on veut avoir l'axe et le sommet de la 
parabole, on peut appliquer la construction suivante : 

La perpendiculaire à TA en A rencontre la perpendiculaire à TE en T au 
point G {fig. 48). La perpendiculaire à TB en B rencontre la perpendiculaire 
à TA en T au point D. 



(1) Pour toutes les conslnictions 
Civil, t. IX, p. 90 et 3^4, 1886. 



. la parabole reprodul 



y Google 



PERSPECTIVE AXONOMBÏRiyUE DE L ESPACE A'i 

Le pied F da la perpendiculaire abaissÉe de T sur CD est le foyer de la para- 
bole. La parallèle à TM menée par F est l'axe. La droite qui joint les pieds I 




el 3 des perpendiculaires abaissées de F sur TA et TB est la laiigenle a 



§ 2. ■ — ■ Perspective asonométrique de l'espace 



61. Définition. — Supposons les points de l'espace rapportés 
à trois axes rectangulaires sur lesquels nous avons porte respective- 
ment les longueurs 
OX, OY, OZ, égales 
à la même unité de 
longueur. 

Représentons les 
faces OXY et OYZ ra- 
battues sur un plan 

{fia- «)■ 

Donnons-nous en- 
suite sur le plan trois 
axes quelconques le 
long desquels nous 
porterons les lon- 
gueurs à des échelles différentes définies par leurs unités respec- 
tives OiX), OiYj et 0|Z,, choisies arbitrairement. 
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Prenons un pointMde l'espace, et soient m et m' ses projections 
orthogonales sur les plans OXY et OYZ. 

Nous savons mettre le point m en perspective en m, sur le plan 
OjX,Y, (n" 44). Par le point m, menons le vecteur m^M^ équipol- 
lent (^) à OjR|, qui représente la troisième coordomiée. 

Le point Mi ainsi obtenu est la perspective axonométrique du 
point M de l'espace. 

En somme, le point M, est l'extrémité du vecteur résultant des trois 
vecteurs OjP|, OiQi, OiRi. On peut, on le sait, pour effectuer la 
composition de ces vecteurs, intervertir leur ordre d'une façon quel- 
conque. Le vecteur résultant O^Mj est toujours le même. Gela revient 
à dire que l'on peut commencer parmettre en perspective laprojec- 
tion du point M sur l'un quelconque des trois plans de coordonnées, 
pour en déduire ensuite le point Mi par une parallèle équipollente à 
la troisième coordonnée prise à l'échelle voulue. 

Lorsque les segments 0,Xi, 0|Y|, 0,Zi sont égaux et inclinés 
de 120° les uns sur les aulre.^, la perspective est dite isométrique. 

Lorsque deux de ces segments sont égaux et font entre eux un 
angle de 90", la perspective est dite cavalière. 

Observation importante. ■ — Ici, à l'inverse de ce qui avait lieu 
dans le cas du plan, la seule connaissance de la perspective M[ d'un 
point de l'espace ne suffit pas à déterminer ce point. 

Si, en effet, on se donne M,, on peut, sur la parallèle à 0,2, menée 
par ce point, prendre arbitrairement le point m^ pour en déduire les 
points Pi, Qi, Ri, qui, reportés en P, Q, R, sur les axes OX, OY, OZ 
de l'espace, déterminent le point M. 

On voit donc qu'à une perspective M, donnée correspondent une 
infinité de points M de l'espace. Chacun de ceux-ci se trouve covn- 
plètemenl défini si, en outre de M,, on se donne la perspective de la 
projection du point faite sur l'un des plans de coordonnées, par 
exemple le point 'iiti. Ce sujet sera éclaici un peu plus loin (n" B-i'i. 



(') Deux yecteurs sont dits éqidpollents lûr>i|ii"ils soiil égaux,- paraticies et de même 
sens. L'emploi de celte locuLion n'a ici d'antre bni qui; de sirapiiOer le liingdge, suns 
introduire, défait, aucune notion nouvelte. 
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A. ■ — Droite et plim 

03. Perspcelivc tle la tlroîLe. — La perspective d'une 
droite est une droite. En eifet, si nous projetons la droite donnée 
sur le plan OXY, nous obtenons une droite dont la perspective 
sur OiX^Y, est une droite (n" 45}. 

Gela dit, appelons H la trace de ia droite donnée sur le plan OXY. 

Le rapport — fj est constant pour tous les points de la droite. On en 

,,, . . ,. , M.mi 

déduit immediatemenl que le rapport — rr est aussi constant, ce 

qui prouve que le lieu géométrique du point Mj est une droite pas- 
sant au point H|. 

On voit que les rapports segmentaires se conservent en projetant 
les points qui les déterminent sur le plan OXY. 

Donc, toutes les remarques faites aux n"* 45 à 48, à propos de la 
perspective aïonométriquo plane, subsistent dans le cas de l'espace. 

63. Une droilc plrinl déterminée [fig. 50) par sa perspective d,^ et celle S, 



de sa projection sur l'un des plans de coordonnées, OXY par exemple, 
voyons comment on peut en fiédolre, en perspective, ses (races sur les trois 
plans et ses projections sur OYZ et OZS. 
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Le point de rencontre de d, et 3, est la trace 11, sur OtXiY,. Les points A, 
et l^ où 3| rencontre OjX, et OfT, sont les projections snr 0|X,yi des traces 
Je rf, sur 0,X|Z) et 0,y)Z|. Si donc nous menons les parallèles A,K., et ^iL, 
à 0,Z, par ces points, nous obtenons ces Iraees en K, et L,. 

Les projections de H, sur les plans O.XiZi et 0)T)Zi étant F, et Q, sur les 
ases 0,X| et 0,T,, puisque H, est dans le plan 0,XiTi, les projections de la 
droite di sur ces deux plans sont P|K| et Q^L,. 

G't. lincoAmvvi total. — Donnons-nous un point M[ en pers- 
pective. 

Si nous supposons !e point correspondant M de l'espace dans le 




plan XOY, nous n'avons qu'à rcporler les coordonnées (>]U| et Oïlf 
de M|, pris dans le planX|OiY|, en OH el OT sur OX et OY pour 
avoir ce point M {fig. 51). 

Si nous supposons le point correspondant M' dans le pian YOZ, 
nous avons de même ce point M' en reportant en OK et en OL 
sur OY et OX les coordonnées OiK, et OïL, de M, pris dans le 
plan X|0|Y,. 

Si maintenant nous considérons la droite joignant les points M 
et M' de l'espace, droite dont les projections sur XOY et YOZ 
sont MK et IM', nous voyons, puisque deux des points M et M' de 
celte droite ont leurs perspectives confondues en M,, que cette 
droite tout entière a sa perspective en ce point M,, Sans cela, en 
eifet, laperspeclive de cette droiteélant une droite (n° 63) , les points M 
et M' ne sauraient avoir des perspectives confondues. 

Ainsi donc, le lieu des points de l'espace ayant une mèrm pers- 
pective M] est une droite. 
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Mais il y a plus ; on a 

IM 1,M, ,0,Y, 
Kt ~K,l,.0,X, 



Or, le triangle M|1|K, reste semblable à lui-même, quel que soit 

, . , , , I,M, K,M, 

le poml M| choisi; donc les rapports -^^ el 'TTf- sont conslants, 

IM KM ^ , 

et, par suile aussi les rapports yry et ^Ft?-" (jela montre que les pro- 
jections MK el IM' de la droite MM' de l'espace sur les plans XOY 
et YOZ sont de direction constante. Donc, enfin, la droite MM' e-'<t 
elle-tnême de direction constante. 

Celte direction, commune à toutes les droites dont la perspective 
se réduit à un point, sera dite la direction de raccourci total. 

65. Pei'ispectivc du plan. — T"n plan étant défini par trois 
points, le moyen le plus simple de le mettre eii perspective consiste 
à prendre les perspectives de ses 
points d'intersection A, B, G, avec 
les axes OX, OY, OZ. 

Les droites A,B, 3,0,, G.A,, 
qui joignent deux à deux ces pers- 
pectives (j%. 52), sont les perspec- 
tives des traces du plan considéré ^i 
sur les trois pians de coordonnées. 

Si le plan est donné par trois 
points quelconques, il suffit de 
construire, ainsi qu'il a été dit au 
n° 63, les traces sur les plans de ''"■ '-■ 

coordonnées de deux des droites unissant ces trois 
droites joignant ces traces sont les traces du plan. 




points; les 



60. Réciproquement, si une rlroite est située dans le plan, les traces de 
cette droite devront respectivement se trouver sur A)B|, B|C|, 0,4,, Cela per- 
met d'avoir, en perspective, les projections de cette droite sor les plans de 
coordonnées. 

Soit, par exemple, la droite L.K, [flg. 32), Proposons-nous d'ohteiiir la 
per,ipeclive de la projection de cette droite sur le plan 0|X)Y). 
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Les perspectives h^ et ^ des projections des traces K, et L| sont à la ren- 
contre respectivement de 0,X| et de 0|Y) avec les parallèles à 0,2, menées 
par K, et Lj. 

La projection A,^, doit naturellement passer par le point de rencontre T, 
de K,L, et de A,B,, perspective de ia trace de la droite KL snr le plan OXY. 



6T. Proposons-nous de même d'obtenir la perspective de la projection 
sur OXY d'un point M du plan ABC dont nous nous donnons la perspective M, 
(Ai/- S3). 

Tirons la droite C|M, du plan. Sa trace sur OXiY, estE,, et, par suite, 0,E, 



est, en perspective, sa projectior 
lèle }A^m^ à 0,Z| jusqu'au point 
m^ où elle rencontre 0)B|, on a 
la perspective m, cherchée. 



; lors, 



menant par M, une paral- 




68. Planta parallèles.— Si deux pians sont parallèles, leurs traces sur 
chacun des plans de coordonnées sont parallèles. 

Proposons-nous de mener, par un point donné par sa perspective M, et 
celle >«, de sa projection sur 0|XiY), un plan parallèle au plan A|B,G| 
{fiff- U). 

Le plan mené par 0,Z| et M|m, (qui sont parallèles dans l'espace) 
coupe 0)X)Y, suivant 0,m|,et, par suite, A)B)C, suivant CiD,. L'intersection 
du plan cherché et du plan 0,ZiM, est parallèle à G,Di. Donc, en tirant 
par M, la parallèle M^C'^ àD/j,, on a le point C, où le plan cherché coupe 0|Z(. 
Menant par C, des parallèles à C(A, et C)B,, on a les traces de ce plan 
sur 0,X,Z, et 0|Y|Zi. La droite A'^B'i, évidemment parallèle àA)Bi, est la trace 
sur 0,X,V,, 



09. Intersection de deux phii 

truces de cette intersection sur les plans c 
de rencontre des traces des deux plans. 



■i. — On a, sur la perspective, les 
t coordonnées en prenant les points 
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Ainsi, l'inlerseclion des plans A,B|C, et A',B'(G'i [flg. So) a pour perspective 
la droite 0,E|F, (') . 




ÎO. Interseelioii d'une droite et d'un plan. — La droite est 



déterminée par sa perspective d\ et celle 5| de sa projection faite, par exemple, 
sur le plan OXT \/îg. 56). 

(1) De ce que les points Di, Ei, i\, sont nécessaire ment en ligne droite rcaulle la pro- 
priété fondamentale des triangles homologiques ; ai les sommets de ileu.f IHançiles sont 
<ieitt à deux sur des droites conco'irantes, leurs côtés se .coupent deux ù deux sur une 
même droite. 
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I projfllant la droiLe sur 0X¥ a sur les plar 



i des 



traces dont les perspectives sont 5, qui eoupe 0|X| en /(,, 0,y, en A,, et les 
parallèles à 0)Z| menées par h^ et k\. Ce plan coupe le plan A,B,C) suivant la 
droite H|K| (n" 69| qui rencontre la droite d\ un point M, cherché. En menant 
par ce point la parallèle U,m, k OiZj, on a la perspective îh, de sa projection 
sur OXY. 



71. Direction des peri>enillciilatres à un plan. — Pour avoir, 
en perspective, la direction des perpendiculaires à un plan ABC, abaissons du 
point une perpendiculaire OH sur ce plan. 

La droite OC étant perpendiculaire au plan OAB est perpendiculaire à AB, 
De même, OH perpendiculaire à, ABC est perpendiculaire à. AB. Il en résulte 
que AB est perpendiculaire au plan OGH et, par suite, à la droite 01 de ce 
plan, en appelant I le point où CH rencontre AB. 

De même, la droite AH rencontre BC au pied J de ia perpendiculaire 
abaissée de sur BC. 




Ayant obtenu ces points en 1 et en J sur les plans OXY et OYZ rabattus 
f/?^. 37), on les met en perspective en I| et J|. Les droites Cil, et A|Ji 
donnent le point H,, et 0|H| est la direction des perpendiculaires au 
plan AiB)C|. 

De là, te moyen de mener par un point une perpendiculaire à un plan. Il 
suffit de mener par ce point une parallèle à la direction 0,11; qui vient 
d'être obtenue. 

Si on veut, au contraire, mener par un point un plan perpendiculaire à une 
droite donnée, on construit, sur les plans OXY et OZY, des droites AB et BC 
perpendiculaires aux projections 01 et OJ, sur ces plans, de la parallèle à la 
droite donnée menée par le point 0. On met ces droites en perspective 
en AiBj etB,C,. Il ne reste plus qu'à mener par le point donné un plan parallèle 
au plan A,B|C, (n" 6S). 
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Remarque. — AB étant perpendiculaire au plan OCH est perpendiculaire 
à CH. Donc C)H(, obtenue comme il vient d'être dit, donne en perspective 
la direction des perpendiculaires menées h AB dans le plan ABC. De même, 
pour B(H| et A|H| relaliTement à A,C) et à B|C|. 

7St. Perspective d'une figure tracée dans u» plan ABC. — 
Rapportons les points du plan ABC supposé rabaltn sur OXY (') aux axes 
rectangulaires IB et IG {/ig. 58). Soient IP et IQ les coordonnées du point M. 
Les perspectives P, et Q, de P et de Q diviseront I,B, dans les mêmes rap- 
ports que P et Q divisent IB et IG. En outre, les perspectives P|M| et QiM, 
de PMel de QJl seront paraliùles respeclivemeril à l|C,et liB,. 




On voit donc qne la perspective cherchée est une perspective axonomé- 
trique de la figure tracée dan.'î le plan ABC, cette perspective étant définie par 
les segments I|U( et 1(V, perspectifs des segments lU et IV pris, snr IB et IG, 
égaux à l'unité de longueur. 

73.Vlausde raccourci total. — Si les perspectives A,, Bi,G, 
des points A, B, G, où un plan rencontre les axes OX, OY, OZ sont 
sur une même droite, les perspectives de tous les points du plan 
sont sur cette droite A]B|G|. Le plan ABC est alors dit de raccourci 
total. 

Il est évident qu'une droite de raccourci total (n" 64) s'appuyant 
sur une droite quelconque d de l'espace engendre un plan de rac- 
courci total dont la perspective se confond avec la perspective d^ de 
la droite d. 

(') Ce rabattement s'obtient immédiatemeat, si on 
la perpendiculaire abaissée de sur AB en restant à. 
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Réciproquement, tout plan de raccourci total peut être engendré 
de cette façon, car tout point de la droite AiBiGi étant la perspective 
d'une infinité de points du plan ABC, ces points appartiennent néces- 
sairement à une même droite de raccourci total. 

Tous les plans de raccourci total sont donc parallèles à la direc- 
tion du raccourci total définie au n°64. 



B. — Solides 

74. Contour apparent. — Si nous coupons un solide par 
une série de plans parallèles à un plan de raccourci total, nous obte- 
nons autant de sections planes dont les perspectives sont de simples 
segments de droites parallèles. L'aire couverte par ces segments de 
droites, lorsqu'on fait varier le plan sécant d'une manière continue, 
est la perspective asonométrique du corps considéré, La courbe qui 
limite cette aire est dite le contour apparent de cette perspective. Il 
est bien évident que la perspective d'un point quelconque du corps 
est à l'intérieur de ce contour apparent. 

Les plans tangents au corps, parallèles au plan de raccourci total 
considéré, ont pour perspectives des droites touchant le contour 
apparent en un point, perspective du point de contact sur le corps. 
Donc, en faisant varier le plan de raccourci total choisi, on peut 
obtenir autant de points du contour apparent que l'on veut, avec 
leurs points de contact. 

Il est, en outre, évident que la perspective C^ d'une courbe quel- 
conque G tracée sur la surface est tangente au contour apparent de 
la surface, car si nous prenons un point Aj où cette perspective G, 
rencontre le contour apparent, la tangente t menée par le point cor- 
respondant A àla.courbe G est dans le plan tangent à !a surface en A, 
plan qui est de raccourci total, puisque le point A, est sur le contour 
apparent. La perspective (| de la tangente t est donc confondue 
avec la perspective de ce plan, c'est-à-dire avec la tangente au con- 
tour apparent, à moins que cette perspective ne se réduise à un point, 
ce qui n'arrive que si la tangente t est parallèle à la direction du 
raccourci total. 

Les points de la surface qui correspondent aux points du contour 
apparent sont, avons-nous dit, les points de contact des plans tan- 
gents parallèles aux plana de raccourci total. Or, tous les plans de 
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raccourci total étant parallèles à une même direction (n" 73), ces 
plans tangents auront pour enveloppe un cylindre parallèle à celte 
direction. 

Nous allons appliquer ces remarques générales à la construction 
de la perspective axonométrique des corps usuels. 

75. Cylindre de révolulîon. — Nous supposerons le 
cylindre reposant sur le plan OXY et ayant son axe parallèle à OZ 
ifig. 591. 





Le cercle de base a pour perspective une ellipse facile à construire 
sur le plan 0,X,Y, fii° 48). 

Si par le centre ii| de cette ellipse, on mène à O^Zj une parallèle 
sur laquelle on porte, à l'échelle de O^Z,, une longueur égale à la 
hauteur du cylindre, mesurée à l'échelle de OZ, on a la perspective li'j 
du centre de la base supérieure. On peut tracer immédiatement la 
perspective de celle-ci, qui s'obtient en faisant glisser la perspective 
de la base inférieure le long de i\Q\ de façon à amener ii, en Q\ . 

Le contour apparent du cylindre sera limité par les perspectives 
des plans de raccourci total tangents à ce cylindre (n" 74). Gomme 
chacun de ces plans tangents contient une génératrice du cylindre, 
leurs perspectives, confondues avec celles de ces génératrices, seront 
parallèles à la droite iijii',. En outre, d'après une observation faite au 
n" 74 (4" alinéa), elles seront tangentes aux ellipses Ut et i.i\. 11 suf- 
fira donc, pour achever le contour apparent du cylindre, de mener à 
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l'une de ces ellipses, U, par exemple, des tangentes parellèlcs à la 
droite ii|£i\. 

Pour effectuer rigoureusement cette construction, menons par le 
point Xj la droite X,Uj parallèle à ù^ii',, mais que nous considérerons 
comme la perspective d'une droite 'SU du plan OXY. Cette droite XU 
s'obtient immédiatement par le report en U sur OY du point U, 
de OiYi. 

Les tangentes au cercle a, parallèles à Xt! , ont pour points de con- 
tact les extrémités du diamètre AB perpendiculaire à XU. 

Il suffit de mettre les points A et B en perspective en A, et B, pour 
avoir les points de contact sur l'ellipse ii^ des génératrices AiA'[ 
et B,B', de contour apparent. 

76. Cône de révolution. — Nous supposons que le cône 
repose sur le plan XOY et qu'il ait son axe parallèle à OZ. 

Nous pouvons mettre immédiatement en perspective, comme dans 
le cas du cylindre (n° 75), la base et le sommet [fig. 60}. 



".) 




En raisonnant comme dans le cas du cylindre, on voit que le con- 
tour apparent se complétera par les tangentes menées du point S] à 
l'ellipse Ii|. 

Pour construire rigoureusement ces taagentes, considérons le point 
du plan XOY dont la pei'spective se fait en S;. Le points,, considéra 
comme appartenant au planXiOtY ^, & pour coordonnées 0|P| etOiQ,. 
Reportant ces coordonnées en OP et OQ, on obtient le point corres- 
pondant Sg. Il suffit de mener de ce point Sy au cercle les tan- 
i SqA et SqB, puis de mettre les points A et B en perspective 
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en Aj et en Bj, pour avoir les génératrices de contour apparent S|Ai 
et S|Bi du cône. 

77. Sphère. — On peut (oujours supposer les axes OX, OY, OZ mené^ 
par ie centre de la sphère dont nous figurons la projection sur le plan XOV 
{fîg. 61). 




Remarquons d'abord que, d'après ce qui a été vu an n° 74, les points de 
la sphère dont ^les perspectives donnent le contour apparent sont sur la 
courbe de contact de la sphère el du cylindre circonscrit parallèle à la direc- 
tion du raccourci total. Cette courbe de contact est un cercle. Sa perspective, 
c'est-à-dire la courbe du cOntour apparent, est donc une ellipse. 

Ceci posé, proposons-nous de construire les tangentes à l'ellipse de contour 
apparent, parallèles à OiZ,. 

Pour cela, d'après le n" 74, prenons un plan de raccourci total dont la 
perspective soit parallèle à 0,Zi, par exemple celui dont la perspective est 
la parallèle X|U) menée par X, k 0(Z,, et cherchons les points de contact des 
plans tangents à la sphère parallèles à ce plan. 

La trace de ce plan sur XOY est la droite XU obtenue en reportant le point 
U, de 0,Y, en U sur OY. Ce plan est, en outre, parallèle à OZ. Par consé- 
quenl, les points rfe contact des plans tangents qui lui sont parallèles sont 
les estrémités du diamètre HH' perpendiculaire à XU. Ces points H et H', 
qui appartiennent à XOY, mis en perspective sur XjO)Y), donnent les 
points H|H', du contour apparent où les tangentes sont parallèles à 0,Z|. 

Pour avoir le diamètre de l'ellipse de contour apparent conjugué de HiH', 
cherchons maintenant les points du contour apparent où la tangente est 
parallèle à n,HV 

Prenons encore à cet effet le plan de raccourci total dont la perspective est 
la parallèle à H|H', menée par Xi. Cette droite coupe 0,Y, en V, et 0,Z, en W,. 

Le point V, dont V| est la perspective, s'obtient en menant par X la paral- 
lèle XV à HH'. 

Le point W est sur l'axe OZ, en dessous du point à une distance OW 
ayant, avec OZ pour unité, même mesure que OiW, avec 0,Z). 

Le plan XVW étant ainsi complètement déterminé, menons à la sphère des 
plants tangents qui lui soient parallèles. 
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Les poinls de conlact I et I' soiil dans le plan mené par OZ perpendiculai- 
rement à XV. Rabatlons ce plan sur XO"Y autour de sa trace OL qui est paral- 
lèle à XU. 

Si nous supposons les poinls au-dessus de XOY rabattus du côté de H, le 
point W se rabattra sur la perpendiculaire menée de à OL, c'est-à-dire 
sur OH, du côté de H' à une distance OW,, de égale à OW. En d'autres 
termes, le point W„ sera tel que 



Le diamètre II' des points de contact sera alors rabattu suivant le dia- 
mètre l^i\ perpendiculaire à LW^, rabattement de la trace du plan XVM sur 
le plan ZOL. 

Les projections des points I et I' seront donc aux pieds i et e' des perpen- 
diculaires abaissées de I,, et \\ sur OL. En outre, ces poinls I et I' seroiit à une 
dislance de XOY donnée par i\ ou îT^, cette distance devant être, d'après le 
sens dans lequel a élé fait le rabattement, comptée au-dessus de XOY pour I 
et au dessous pour V. 

Pour mettre le point I en perspective, metlons-y d'abord !e point i. Puisque i 
est sur OL, i\ sera sur 0|L|, c'est-à-dire sur 0,Z,, Quant à l'ordonnée il 
parallèle à OZ, elle devra être comptée, en perspective, parallèlement Èi 0|Z,, 
c'est-à-dire sur 0|Z|, puisque î, appartient à celte droite. On a ainsi le point L. 
l'i est son symétrique par rapport à. Oi- 

Nous avons ainsi deux diamètres conjugués H)H'| et LI'i de l'ellipse de con- 
tour apparent. Il nous est dès lors facile de construire cette ellipse. 

Remarques. — 1° Si les segments 0|X| et 0,Y| sont rectangulaires et 
égaux, et si 0|Z| est parallèle à X|Yi, ce qui est le cas de la perspective cava- 
lière (n" 61), le point U coïncidant alors avec Y, HH' est perpendiculaire à XY. 
Les angles n'étant pas altérés sur X|0|Y|, H|H', est de même perpendiculaire 
à XiYt, c'est-à-dire à 0|Z|. Par suite, dans ce cas, H|H', et \{[\ sont les axes de 
l'ellipse de contour apparent. 

1° Si les segments 0,X|, OiY,, 0|Z|, sont égaux et font entre eus des angles 
de 120°, ce qui est le cas de la perspective isométrique, le point U, coïncide 
avec Y| et, par suite, U avec Y'. Donc HH' passe par le millieu de XY' et, par 
suite, H)H', par celui de XiY,. OiH, est doue dirigé suivant la médiane du 
triangle X|0|Y'(, et, puisquecetriangleest équilatéral, OfH, est perpendiculaire 
à X|Y',, c'est-à-dire à 0,Z,. Donc H,H'i et LI'i forment ici deux diamètres rec- 
tangulaires de l'eilipse de contour apparent. Le même résultat pouvant immé- 
diatement être étendu par raison de symétrie aux diamètres conjugués dont 
l'un est dirigé soit suivant 0|Y) soit suivant O^X,, on voit que l'ellipse de 
contour apparent est ici nn cercle. 

78. Seclïfni dianiétralc tle la sphère. — Prenons toujours les 
plans XOY et XOZ pour plans horizontal et vertical de projection, le point 
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èlant au centre de la Sphère. Le plan diamélral sécant est défini par sus traces Oa; 
et Oz respectivement sur XOY et YOZ [fi^. 62). 




Remarquons d'abord que, la courbe d'intersection étant un cercle, sa perspec- 
tive sera une ellipse. 

Le plan sécant coupant XOY suivant Ox, les extrémités A et A' du diamètre 
dirigé suivant cette ligne appartiennent au cercle d'intersection C- Les 
points A et A', mis en perspective sur le plan XtO)Y,, donnent les extrémilés A, 
et A'i d'un diamètre de l'ellipse perspective. 

Le diamètre conjugué de k^S.', sera la perspective du diamètre du cercle C, 
perpendiculaire à AA'.Ge diamètre est situé dans le plan perpendiculaire à XOY, 
mené par le diamètre M', perpendiculaire à AA', plan que nous pouvons 
appeler hh'Z. 

Rabattons sur XOY les intersections de la sphère et du plan sécant œOi/ par 
ce plan hh'Z. 

Le grand cercle de la sphère se rabat suivant le grand cercle ASA7/' déjà 
tracé. 

La droite d'intersection avec a:Oy passant par 0, il suffit d'avoir le rabat- 
tement d'un point de celte droite, par exemple du point H, dont la projection 
sur XOY est h. La droite M parallèle à 0^ est parallèle au plan XOY. 11 nous 
suffit donc, pour avoir le Z du point H, de prendre celui du point projeté 
sur XOY en l. Or, ce point étant dans ZOY se trouve sur la trace Os, en L. 
Ainsi, IL est le Z du point H. 

Le point H se rabat donc sur la perpendiculaire Ih à Oh (tangente au cercle) 
en un point Hq tel que AHu ^ ^L. 

Nous avons dès lors en Bu et B',, les rabattements des points de l'intersection 
situés dans hh'Z. 

Ces points se projettenten b et i' sur XOY. On voit, en outre, que le point B^ 
situé, par rapport à Oh, du même côté que H,,, se relève en un point B, à la 
hauteur 
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au-dessus de XOY, liindis que le point B'„ se relève en B', à la hauteur : 

biy = //B\, 
au dessous. 

Les points b et 6' se mettent en perspective en fi, et J', sur le plan X,0,Y, ; 
puis les points B et B' en B, et B', sur les parallèles à 0,Z, menées par 6, etS',. 
B|B', est le diamètre conjugué de A|H', dans l'ellipse perspective cherchée; il 
est donc facile de tracer celle-ci {n^ 53), 

79. Points sur le contour apparent. — Nous avons vu (n" 7-4} qiio 
les points du corps mis en perspective, correspondant aux pointa du contour 
apparent, sont ceux de la courbe de contact du corps et du cylindre circonscrit 
parallèlement à la direction de raccourci total. 

Dans le cas de la sphère, celte courbe de contact est le grand cercle T situé 
dans le plan diamétral tc perpendiculaire à la direction du raccourci. 

Donc, les points où la perspective du cercle considéré touchent le contour 
apparent de la spbère sont ceux où ce cercle est coupé par la droite d'inter- 
section du plan sécant qui le contient et du plan tt. 

Cette droite peut être immédiatement obtenue, car le plan tt est déterminé 
par ses traces sur XOY et YOZ, qui sont les perpendiculaires menées du point O 
aux projections sur ces plans, obtenues au n° 72, de la direction du raccourci 
total. 

80. Cylindre circonscrit A la sphère. — Il suffit de mener par le 
centre de la sphère un plan perpendiculaire à la direction donnée des géné- 
ratrices du cylindre pour être ramené au problème précédent. Inutile, par con- 
séquent, d'y insister. 

Si. Section de la sphère par tin plan quclconi^ue. — Nous 
pouvons immédiatement mettre en perspective en A|B,C, le plan donné par ses 
traces AB et BC sur XOY et YOZ {/Ig. 63). 

La section de la sphère par le plan ABC étant un cercle, il nous suffira de 
connaître le centre et le rayon de ce cercle pour construire sa perspective (n° 72). 

Le centre û delà section est le pied delà perpendiculaire abaissée du point 
sur le plan ABC. Nous savons mettre ce point en perspective (n° 71). Ayant 
abaissé du point les perpendiculaires 01 et OJ sur AB et sur BC, nous met- 
tons les points I et J en perspective en I, et en J, respectivement sur A,B, 
et BiG, , et nous tirons les droites C,I, et A, J, dont la rencontre nous donne le 
point Q, cherché. 

Nous savons, en outre (Remarque du n" 71), que 0,1, est la perspective de ly 
perpendiculaire à AB menée par G. 

Pour avoir le rayon, rabattons la droite Cl de l'espace en CI,, sur YOZ. Le 
point O, situé sur CI, se rabat au pied Û^ de la perpendiculaire abaissée de 
sur CIfl. En outre, la section de la sphère par le plan COI s'étant rabattue sui- 
vant le grand cercle tracé, il suffît de prolonger 0^0 jusqu'en son point de ren- 
contre Dg avec le cercle pour avoir le rayon Û^D,, de la section cherchée. 



y Google 



PERSPECTIVE AXONOMETRIQUB DE L ESPACE y9 

Si donc nous porlons sur C^l^ le poinl D, tel que 

QiDi _ Q(|D„ 

nous avons en perspective une extrémité D, du diamètre de la section qui est, 
dans l'espaCR, perpendiculaire à AB. L'autre eslrémité est le symétrique D' 
de Di par rapport h ù,. 




Porter 
que 



i de même sur la parallèle à AiBi menéo par Q| le segment Q|E, tel 



A.IS, 



Ali 



Noua aurons ainsi une extrémité E|, et, par (Symétrie, la seconde extrcniitc [i\ 
du diamètre parallèle àA)Bi. 

Nous connaissons deux diamètres conjugués D|D', et E|E', de la perspective 
cherchée. Nous pouvons tracer cette perspective (n° 53). 

Les points 0(1 elle touche le contour apparent sont, comme précédemment 
(n" 79), sur la droite d'intersection du plan A)B,C, et du plan mené par per- 
pendiculairement à la direction du raccourci total. 

SS. Cône cJpconscPît. — Le sommet du cùne circonscrit à la sphère le 
long du cercle situé dans le plan ABC étant sur la droile 00 de l'espace est 
rabattu sur YUZ en S,, à la rencontre de 00^ etde la tangente au grand cercle 
en D„. 
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On peut dûDc, par le retour inverse, avoir la [jrojeclion s de ce sommet 
sur XOY. On connaît, en outre, le Z de ce sommet 

Rien, par conséquent, n'est plus facile que de mellre ec sommet en perspec- 
tive, en y mettant d'abord le point « en s, sur XiOjY,, puis menant par s 
à 0,Z| une parallèle sur laquelle on porle en s,S, le 2 du point S à réchelle 
àe 0,Z|. 

Réciproquement, connaissant le sommet S par son Z el sa projection hori- 
zontale *, on le rabat en S,, sur YOZ ; on mène les tangentes S^Dg el S^D'^ au 
grand cercle "ÏZ ; on obtient ainsi les points Q^ et G. 

Ramenant le point Û^ dans le plan ZOs, on a la trace CB. On n'a plus qu'à 
mener par B la perpendiculaire BA à Os pour connaître les deux traces du 
plan du cercle de contact du cône circonscrit. On est alors ramené au problème 
précédent. 

8;t. Siu-raccs (le révolution en générHl. -— La méthode, dérivée 
■du principe du n" 74, que nous venons d'appliquer à la sphère, s'applique 
aussi facilement à toute surface de révolution ayant son axe dirigé suivant OZ. 

Prenons, par exemple, un tore d'axe OZ et de centre 0, que nous supposons 
fermé par ses plans tangents parallèles à son équaleur XOY. 

Cherchons, par application du principe du n" 74, les tangentes au contour 
apparent parallèles aux trois axes 0|X), O^Y,, OiZ), ce principe permettant, 
d'ailleurs, d'avoir les tangentes parallèles à une direction quelconque, puisque 
cela revient à mener au tore des plans tangents parallèles h un plan donné, 
problème que l'on apprend à résoudre dans les éléments de Géométrie des- 
criplive. 

Pour avoir les tangentes parallèles à OiZ,, considérons le plan de raccourci 
total, dont la perspective est la droite X|Uj parallèle à 0)Zt [fip. 64). Ce plan a 
pour trace sur XOY la droite XU correspondant à XtU, et il est parallèle à OZ. 
Dès lors, les points de contact des plans tangents parallèles à ce plan sont les 
■extrémités du diamètre HH' de l'équateur, perpendiculaire à XU. Ces points H 
et H' se mettent en perspective sur X|0|Y, aux points H, et H', oJi les tangentes 
au contour apparent sont parallèles à OtZ,. 

Prenons maintenant le plan de raccourci total, dont la perspective est la 
parallèle Y, Y, menée par Y| à 0|X,.Geplan a pour trace sur YOZ la droite YV 
correspondanfà Y)V, ; il est, en outre, parallèle à OY, c'est-à-dire perpendicu- 
laire à ZOY. Donc les points de contact 1 et l' des plans tangents au tore paral- 
lèles à ce plan sont sur la méridienne située dans YOZ, aux points 1 et V où 
■cetle méridienne est touchée par ses tangentes parallèles à YV (qu'il est facile 
de construire, puisque cette méridienne est constituée par des cercles). Mettant 
ces points I et l' en perspective enl, et F, sur YiO|Zi,onalespoints du contour 
apparent où les tangentes sont parallèles à 0)X,. 

Prenons, enfin, le plan de raccourci total dont la perspective est paral- 
lèle Z,Wi menée par Z| k OiYi, Ce plan coupe OZ au point Z, OX au 
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point W dont Wf est k perspective, et il est parallèle àOY. Pour mener au tore 
des plans tangents parallèles à ce plan, faisons tourner celui-ci autour de OZ 
de manière à le rendre perpendiculaire à OZY. Le point W situé en arrièe 
de ZOY viendra en W,, à gauche, par exemple, de OZ,OWa étant égal à l'X du 
point W. 




Menant à la méridienne les tangentes parallèles à ZW^, on a les rabatte- 
ments i„ et il'o des points de contact cherchés. Lorsqu'on ramène ces points 
dans le plan XOZ, ils se projettent aux points J et J' marqués tant en projec- 
tion sur XOT qu'en projection sur YOZ. Ayant les X et les Z de ces points, on 
les met en perspectives en J, et J'i sur XiO)Z,. On a ainsi les points du con- 
tour apparent où les tangentes sont parallèles à OiY,. 

Ayant supposé le tore limité à ses deux plans tangents parallèles à l'équateur, 
nous n'avons eu à nous occuper que de la portion du contour apparent corres- 
pondant à la partie exiérieure du tore. Il eût été tout aussi facile d'obtenir la 
portion du contour apparent correspondant à la partie intérieure. 

Notes complémentaires 
1" Identité des perspectives axoiSOmétrioues et des projections oblidues 



84. Considérons dans l'espace une figure rapportée à un trjèdre fonda- 
mental OXYZ quelconque. Par tous les points de cette figure menons des 
droites parallèles à une mênae direction, et coupons ces lignes par un plan 
quelconque. Nous obtenons ainsi une projection oblique de la figure considérée. 
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Sur cette projection oblique, les droites parallèles à OX,OT et OZ donneront 
des droites parallèles à 0|X|,0t"ï),0iZ|. En outre, la projection de tout 
segment parallèle à l'un de ces axes, OX par exemple, sera avec ce segment 

Gela naonire que la projection oblique considérée n'est autre chose que la 
perspective axonométrique de la figure, lorsqu'on prend comme perspective 
du trièdre fondamental OXYZ la projection oblique 0|X|Y|Z| de ce trièdre. 



8S. Pour prouver que, réciproquement, toute perspective axonométrique 
peut être considérée comme une projection oblique, il suffit de prouver que 
toute perspective G|XiYiZi d'un trièdre fondamental peut être considérée 
comme une projection oblique d'un tel trièdre. 

Remarquant d'abord que, par une translation parallèle aux projetantes, on 
peut toujours amener les points et 0| à coïncider, on voit que le problème 
se réduit à ceci: 

Étant donnés sur un plan les points 0|,Xi,ïi, 7.^, peut-on trouver dam l'es- 
pace des points X,Y ,Z, tels que, les droites XXi,YY,,ZZi étant parallèles entre 
elles, les vecteurs OX, OY, OZ soient égaux entre eux et les angles XOT, YOZ, 
ZOX droits ? 

Supposons tous ces points rapportés à trois axes Oa;, Oy, Oz, menés par le 
point 0, les asesOa^et Oy étant dans le plan de la figure OX|Y,Z|. Noi 
rons dès lors les coordonnées des divers points de la manière suivante 



Nous avons neuf inconnues, qui sont les coordonnées des points X, Y,Z, celles 
des points X|,Y|,Z| étant données. 
Traduisons, au moyen de ces coordonnées, les conditions requises. 
Parallélisme de XX,, YY,, ZZ, 



(i équations) ; 
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Ëgalilé de OX, OY, OZ 

a^ + J2+ c^ := a-^ + &■= + ç^ z= a'^' + b"-^ + e"'^ (2 é>|iialions) ; 

Égaillé des angles XOY, YOZ, ZOX à un droit 

««■ + *5- + c.;- =0 \ 

aa" 4- ô'&" + ce" = (;t équalions). 

a"a + b"b + c"c =0 ! 

Nous avons bien ainsi neuf équations pour dôterminernoa neuf inconnues. 
La possibilité mise en question par l'énoncé ci-dessus est donc reconnue. 

Remarquons seulement que k longueur r des vecteurs OX, OY, OZ n'csl pas 
arbitraire, car, une fois les coordonnées a, b. c obtenues, on a 



Lors donc qu'on se donne, li'une part, ie trii^dre foniiaroenlal, de l'autre sa 
perspective, celle-ci peut êlre considérée comme une projection oblique de 
celui-là, convenablement orienté dans J'espace, mais seulement à un change- 
ment d'échelle près. 

86. On voit immédiatement que la direction du raccourci total n'est autre 
que celle des projetantes, lorsqu'on suppose quela perspective axonoméirique 
est obtenue par projection oblique. 

Nous avons appris (n" 64) à définir cette direction par rapport au trièdre 
fondamental. Si maintenant on voulait délinir par rapport à ce trièdre l'orien- 
talion du plan sur lequel la projection donnerait une figure semblable à 
la perspective axonométrique considérée, on voit qu'il faudrait, après 
avoir mené par X,Y et Z des parallèles à la direction connue des projetantes, 
cou perle prisme triangulaire ainsi obtenu par un plan donnant comme section 
un triangle semblable au triangle X|Y|Z( de la perspective. 

C'est un problème que l'on sait résoudre ('). 

87. Lorsque les échelles sont égales, et les axes inclinés à 120° les uns 
sur les autres, ce qui est le cas dé la perspective isomélrique [q° 61), ia pers- 
pective e'quivaut à une projection orlbogonale faite sur un plan parallèle au 
plan XYZ. 

Si deux des axes, par exemple 0|X) et 0| Yj, sont égaux et font entre eux un 
angle droil, ce qui est le cas de la perspective cavalière (n° 61), la perspective 
équivaut à une projection oblique faite sur un plan parallèle à, XOY. 
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2° ApPUCATIOfS- DE LAl'EHSl'ECTiVE ASONOMÉTBIQUEA LA EEPBÉSKN' 
OU OES MOTIFS D'ABCilITEf/rUllE 



ITIONDES EDIFICES 



88. La perspective axonométrique peut être très utilement employée à la 
représentation des édifices ou des motifs d'architecture. 

Elle possède, en effet, l'avantage de donner les dimensions parallèles aux 
trois directions principales (longueur, largeur et hauteur) au moyen d'un seul 
dessin, ces dimensions se mesurant aux échelles respectives de OX, OY, OZ, 
que, pour plus de simplicité, il est bon de prendre égales entre elles. 




On peut donc dire qu'on a ainsi une représentation de l'édifice, sur laquelle 
toutes les lignes parallèles aux trois directions principales sont données en 
vrfûe grandeur, au changement d'échelle près. 

Dans ses importantes publications sur l'Architecture, M. Choisy, ingénieur 
en cheE des Ponts et Chaussées, fait systématiquement usage de la perspective 
axonométrique, en prenant des échelles égales suivant les trois ases, et dis- 
posant des directions de ceux-ci de façon à donner à la figure l'aspect le plu^ 
favorable. La figure 65 est empruntée à son bel ouvrage sur l'Art de Bâtir 
chez les Romains. 
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THEORIE DES OMBRES USUELLES 



i;; 1. — Gknesalites 



- Définitions 



89. Pour donner à la repréKentation des corps par le dessin géo- 
métrique L'apparence du relief, on a recours aux ombres produites 
par une lumière conventionnelle. 

Selon que cette lumière est supposée à distance finie ou à l'infini 
dans une direction donnée, elle est dite, pour une raison facile à com- 
prendre, au flambeau ou au soleil. 

Si un corps solide S [fig. 66) 
est éclairé par une source de lu- 
mière L, réduite à un point, les 
rayons issus de la source, et qui 
s'appuient sur la surface du corps 
S, touclient celle-ci le long d'une 
courbe G qui sépare les points de 
S frappés par la lumière de ceux 
qui restent dans l'obscurité; l'en- 
semble de ceux-ci constitue Vo7nbre prapre du corps. Pour cette 
raison, la courbe reçoit le nom de séparatrice de l'ombre et de la 
lumière, ou celui c!e cou-rbe d'ombre propre. 

Le contour apparent àncône d'ombre, projeté sur un plan, se com- 
pose des tangentes menées de la projection de L sur ce plan au 
contour apparent de S ; ces tangentes sont dîtes tangentes lumineuses. 
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Si on place en arrière du corps S un autre corps S', la partie de S' 
située à l'intérieur du cône de sommet L circonscrit à S ne reçoit pas 
de lumière. Elle constitue Vomhre portée de S sur 8'. 

90. La détermination des ombres propres et portées se résume 
donc en ces deux problèmes : 

Etant donnés la source de lumière L, le corps S et le corps S' : 

1° Trouver la courbe de contact sur S du cône de sommet L cir- 
conscrit à cette surface; 

2° Trouver l'intersection de ce cône et du corps S'. 

Lorsque les corps S et S' sont définis géométriquement, ce double 
problème appartient à la catégorie de ceux que la Géométrie descrip- 
tive enseigne à résoudre. 

On n'a donc par le fait à acquérir aucun principe autre que ceux 
de cette science pour pouvoir opérer la détermination des ombres. 
Mais l'application de ces principes comporte nombre de remarques 
spéciales fort utiles dans la pratique et qu'il faut avoir soigneuse- 
ment étudiées pour être à même de traiter couramment tous les cas 
usuels. 



B. — Méthodes générales pour la recherche des ombres 



91 . jlfélhotlo «les plans sécants. — Si nous faisons passer 
par le point L [fig.Ql) un plan auxiliaire qui coupe les surfaces S et S' 

suivant les cour- 
bes Y et y', les 
tangentes menées 
de Là la courbe Y 
-^ '--'t''^ 'I \ \ appartiennent au 

cône circonscrit 
issu de L. Donc, 
les points de con- 
tact m et n de ces 
tangentes avec la 
courbe v appar- 
tiennent àla sépa- 
ratrice c de S, et les points m et n où elles rencontrent une première 
fois la courbe y', à la courbe d'ombre portée p de S sur S'. 
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En faisant varier le plan auxiliaire, on peut obleiiir autant 
points que l'on veut des courbes c et g. 

Si la courbe g 
[fig. 68) rencontre 
la séparatrice c 
déterminée sur la 
surface S' par la 
même source lumi- 
neuse L, les points 
d'intersection f et 
q de ces courbes 
sont dits les points 
de perte de la 
courbe y. 

Remarque. — La tangente t' en mJ à la courbe g étant donnée 
par l'intersection des plans tangents en m à la surface S' et au cône 
d'ombre de la surface S, et, ce dernier étant défini par la généra- 
trice Lm' et la tangente i en m à la courbe c, on voit que la tan- 
gente t' passe par le point où la tangente t perce le plan tangent 
■en m' à la surface S'. 




92. Méthode des cônes circonscrits. — La séparatrice 
sur un cône étant une génératrice est facile à tracer, puisqu'il suffit 
d'en obtenir un point. 

Si donc on circonscrit à la surface S 
un cône auxiliaire [fig. 69) et que l'on 
détermine la génératrice AM de ce cône 
formant séparatrice pour celui-ci, le point 
M où cette génératrice rencontre la courbe 
de contact a du cône et de la surface S 
appartient à la séparatrice c de cette der- 
nière . 

Il faut se garder de croire qu'au point 
M la courbe c est tangente à AM. 
Nous verrons dans la suite du Cours fn" 295) qu'il ne saurait en 
être ainsi que tout exceptionnellement. 

En faisant varier le cône A, on peut obtenir ainsi autant de 
points M que l'on veut. 
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93. Méthode deis projections obliques. — Projetons 
obliquement la surface S, à partir du point L [fig. 70) sur un plan 
auxiliaire P ; nous obtenons ainsi le contour apparent ». 

Si nous prenons une section plane quelconque a de la surface S^ 
la projection oblique a de cette courbe sera, en vertu d'un tbéorème 




bien connu ('), tangente au contour apparent ^ aux points ;j et •'. Les 
génératrices L[j. et Lv sont tangentes au corps S. Donc elles donnent 
sur a deux points m et n {l'un vu, l'autre cacbé) de la séparatrice. 

En faisant varier la section a, on obtiendra ainsi autant de 
points m que l'on voudra. 

La même méthode permettra d'obtenir l'ombre portée par un 
corps S sur un corps S', si l'on prend cette fois les sections planes 
de la surface S' {fig. 71). 

En etfet, les points m, n où les projections obliques a! de œ', ^ 
de h' , etc., coupent le contour apparent t de S sont situés sur des 



!') L;i di'mQiislialiûii de ce iViéoi'Ème peul. être rappelée en ileux mois ; Le cou- 
Linii apparent «Ifiiit l'enveloppe des intersectious des plans tangents au cône cir- 
conscrit de sommet L par le plan sécant, toute droite contenue dans un de ces 
plans (à moins de passer par le point L, auqiiel cas sa projection se réduit à un 
lioiiitj a u]ip projection confondue avec la ti-ace de ce plan, 

Toiili;s l(;s fourlies 'passant en un point m de la séparatrice ont, par suite, des 
!■! njecl ions tani-eutes au contour au point [i, à moins fpi'elles ne soient tangentes 
à la droite Lm. 
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rayons lumineux tangents à S. Donc, les points correspondants 
m', n ... sur a, h', appartiennent à la courbe d'ombre portée de S 
sur S'. 




Les points de perte p' , q correspondent aux points où le contour 
apparent t rencontre t', puisque les rayons passant par ces points 
sont tangents à la fois aux deux surfaces. 



G. — Théorèmes généraux 

94. On peut évidemment se contenter de construire les courbes 
d'ombre point par point au moyen d'une des méthodes précédentes. 

Toutefois, le tracé d'une courbe est grandement facilité si on 
coniiaît, en outre, quelques unes de ses tangentes. 

Le problème de la détermination de la tangente en un point quel- 
conque d'une courbe d'ombre exige des notions qui ne seront acquises 
que dans la suite du Cours; en outre, il comporte des constructions 
souvent trop compliquées pour qu'on s'y attache couramment en 
pratique ; mais il est un certain nombre de tangentes particulières 
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qui s'obtiennent immédiatement et qui fournissent de précieuses 
indications sur l'allure de la courbe à tracer. 

A ce point de vue, il est bon d'avoir toujours présents à l'esprit 
les théorèmes suivants : 



h , 



9o. Théorème I, dit des coulours apparents. — I.e 

contoiu appariai d'wit bU7 fui-e '-(( tourbe d'ombre propre et sa 

courbe d'ombre 
portée sur toute 
autre surface ont 
en projection co- 
nique les mêmes 
5 \ \, — ^ y / tangentes lumi- 

neuses. 

En effet, en 
vertu du théo- 
rème rappelé au n" 93, les courbes d'ombre propre et d'ombre por- 
tée étant situées sur le cône d'ombre, leurs projections c et g sont 
tangentes au contour apparent de ce cône, c'est-à dire aux tangentes, 
lumineuses LA et LB du contour apparent du corps S. 




96. Théorème II, dit des points de perte. — En 

tout point de perte d'une ombre portée dans une ombre propre, 
la tangente à l'wnbre portée se confond avec le rayon lumi- 
neux. 

En effet, cette tangente est l'intersecîion des plans tangents en ce 
point à la surface S' et au 
cône de sommet L circons- 
crit à S ifig. 73}. Or, le plan 
tangent à S' en un point P 
delacourbed'ombrepropre Xj <-<' 
de cette surface se confond 
avec le plan tangent au 
cône de sommet L circons- 
crit à cette surface. Les 
deux plans tangents ont en 

commun la droite LP, qui est, par suite, laiigente en P à la coiij'be 
d'ombre portée de S sur S'. 
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97. Théorème IH, dil de la i*eiicoiïtre des sur- 
faces. — Lorsque deux surfaces S et S' se rencontrent suivant wie 
courbe K, Vombre portée G par S sur S' 
commence awpoint où l'ombre propre de S 
rencontre la courbe K, et cette ombre por- 
tée est tangente en ce point à la courbe K. 

La première partie est évidente, puisque 
le rayon tangent en M à S coupe S' en M 

Glierclions la tangente en M à la courbe 
G. Cette tangente est l'intersection du plan 
tangent à S' en M et du plan tangent au 
cône lumineux circonscrit à S. Ce plan 
étant également tangent à la surface S au 
même point, l'intersection des deux plans ^"' '■* 

se confond avec la tangente à la courbe d'intersection K des deux 
surfaces. 




D. 



- Le rayon à 45° 



9ït. Gomme on peut faire, dans le dessin géométrique, une hypo- 
thèse quelconque sur la situation de la source lumineuse, on admet 
généralement que cette source est à l'infini dans la direction d'un 
rayon dont les projections horizontale et verticale font des angles de 
45" avec l'intersection des plans de projection [fig. 75). 





En d'autres termes, tout rayon lumineux est suppose parallèle à 
la diagonale AB d'un cube [fig. 76) ayant une face parallèle au plan 
horizontal de projection que nous appellerons le sol et une parallèle 
au plan vertical que nous appellerons le mur. 



y Google 



72 CH\riTRB TROISIEME. — THEORIE DES OMRRES USUELLES 

09. Anylc -s. — 11 est facile d'obtenir l'angle » que ce rayon 
lumineux fait avec chacun des plans de projection, 11 suffit pour 
cela (le rabattre le plan BAC en BAjG^ sur le plan vertical de pro- 
jecdon ifig. 11). 
Puisque 




d'où on déduit aisément 



v/2 1 


vTs 


' VC \/3 " 


3 


■ ^/6 \/3 








c„.,= '- 





11 est bon, en vue des applications, de se construire une équerre 
à l'anpie ;;. 



§ 2. — OmBHES PROPRES(M 

A. — Ombres des polyèdres 

lOO. Projiections éclairées et itrojcclions sombres. 

— Pour savoir si une face vue d'un polyèdre est dans la lumière ou 
dans l'ombre, il suffit de se rendre compte de celte circonstance pour 
le triangle formé par trois quelconques des sommets de cette face. 
Toute la question de l'ombre dans les polyèdres se réduit donc à 
étudier l'ombre d'un triangle. 

Le triangle étant supposé découpé dans nn plan opaque, l'une de 

(I) Voir aussi: JJeuxième partie. n° 34S, 349, 353 et 336. 
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ses faces est éclairée, l'autre sombre. Suivant que c'est l'une ou 
l'autre qui est vue pour un œil situé à l'infini dans la direction des 
projetantes, la projection correspondante est dite éclairée ou 
somhro. 

lOl. Remarque préliminaire. — Parmi les trois sommets 
du Iriaiiglo ABC, il en est un, A ou {a.a), dont le plan de profil 
coupe ce triangle suivant la droite AM, le .point M étant défini par 




ce plan de profil ^0?/ \fy. 79, 



ses projections m et m, intersections de bc et b'c' avec la ligne de 
rappel aft' [/?3. 78, (I.)el(H)]. 

Figurons-nous la droite AM dans 
(I) et (II)] en désignant par les 
numéros 1 el 2 les deux faces du 
triangle. 

On voit que dans le cas (I), 
c'est-à-dire lorsque les segments 
am et a'm sont de même sens, 
c'est la même face 1 qui est en vue 
sur les deux projections, tandis 
que dans le cas (II), c'est-à-dire " ^.^^'^^^ 

lorsque les segments am et ani' 

sont de sens contraires, ce sont des faces différentes qui sont vues 
sur les deux projections. De là, cette règle : 

Suivant que les segments am et a'iri sont ou non de même sens, 
les projections abc et a'b'c' sont ou non de même éclairement. 
Grâce à cette règle, on peut se borner à étudier l'éclaireraent 
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sur l'un des pians de projection. Nous ciioisirons ici le plan verfi- 
cal ; mais tout ce qui va être dit à propos de ce plan pourrait être 
étendu symétriquement au plan horizontal. 

102. Eclaireiïiciil en projection verticale. - — Parmi 
les trois sommets «', h', c, de la projection verticale, il en est un 
seul, a par exemple, tel que la projection verticale du rayon lumi- 
neux, menée par ce point, passe à l'intérieur de ah'c [fig. 80, (I), 





(II), (ni), (IV)]. Soit ([^./)le point où le plan projetant verticalement 
le rayon lumineux coupe {bc.b'c), et appelons p la projection hori- 
zontale du point du rayon lumineux dont la projection verticale 
est jj.'. La disposition respective des points jx et p permet, dans tous 
les cas, de décider de l'éclairement de la projection a'b'c. 
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Quatre cas sont à considérer, siiivanl que, dans la direction du 
rayon lumineux, le point a' précède ou suit le point ;j.', suivant aussi 
que, par rapport au plan vertical, le point p est en avant ou en 
arrière du point [x. Ces quatre cas correspondent aux figures (I), (II), 
(III), (IV). Analysons chacun de ces cas : 

I. a précède [i.'. — p est en avant de •^. — A partir du point {«.«') 
OÙ il perce le plan du triangle, le rayon lumineux {a^.a'\x.'] vient en 
avant de ce plan. Les rayons parallèles frappent donc le plan du 
triangle d'arrière en avant. La projection a'b'c est sombre. 

II. a pirécède y! . — ? est en arrière de y- — A. partir du 
point [a.a') où il perce le plan du triangle, le rayon {a?.a</) passe 
en arrière de ce plan. Les rayons parallèles frappent donc le plan 
du triangle d'avant en arrière. La projection a'b'c est éclairée. 

III. '^'précède a'. — p est en avant de [>■. — Avant d'atteindre le 
point {a.a'), où il perce le plan du triangle, le rayon {a^.a'ii.') est en 
avant de ce plan. Les rayons parallèles frappent donc le triangle 
d'avant en arrière. La projection a'b'c' est éclairée. 

IV. \!.' précède a'. — p est en arrière de^. — Avant d'atteindre le 
point [a.a) où il perce le plan du triangle, le rayon (ap.ffl'a') est en 
arrière de ce plan. Les rayons parallèles frappent donc le triangle 
d'arrière en avant, Im projection a'b'c est sombre. 

La discussion précédente est coinplète. Toutefois, on pourrait 
avoir quelque peine à s'en fixer les résultats dans la mémoire sans 
cliercher à se représenter ce qui se passe dans l'espace. 

Afin d'écarter cette difficulté, nous aurons recours à l'artifice 
suivant. Sur chacune des figures (I), (II), (III), (IV), abaissons du 
point a la perpendiculaire a^i-^ sur pf^. Nous faisons sur la situalion 
respective des poinls [a, [t,, et p les remarques suivantes : 

I. Le point ij.,, est nécessairement en avant de s, et comme p est, 
par hypothèse, en avant de [j-, le point '} est nécessairem,eni entre les 
points [I. et <fy. 

II. Le point [j-^, est nécessairement en avant de p, et comme p est, 
par hypohtèse, en arrière de {)., le point p est nécessairement en 
arrière à la fois de ^ et de y-q. 

III. Le point [j.^ est nécessairement en arrière de p, et comme p est, 
par hypofhèse, en avant de \t., le point p est nécessairement en avant 
à la fois de \i- et de \>.q. 

IV. Le point ;io est nécessairement en arrière de p, et comme p 
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est, par hypothèse, en arrière de ;i, le point p est nécessairement 
entre les points ^ et ^i.^. 

RapprochaQt les conclusions de cette discussion de celles de la 
précédente, on voit que l'on peut énoncer la règle générale suivante : 
Ayant mené par le point a' la projection verticale du rayon lumi- 
neux a'm qui coupe h'c en j^i', on tire la ligne de rappel de ij.' qui 
coupe au -point Y- le côté bc, au point p la projection horizontale du 
rayon lumineux, menée par a, et ait point it.^ la perpendiculaire à la 
■direction des lignes de rappel menée par a. 

Suivant que le point p est 
intérieur ou extérieur au seg- 
ment [aijtj, la projection a'h'c 
est somhre ou éclairée ('). 

Si le point p vient en coïnci- 
dence avec le point jj-, le rayon 
lumineux est dans le plan 
ABC. On doit alors considérer 
celui-ci comme éclairé. L'é- 
noncé précédent peut donc 
être complété par le nota, bene 
suivant : 

Le point ^ lui-^nême doit 
être considéré comm^ exté- 
rieur au segment i^i-q. 

Pour la projection horizon- 
tale, il n'y a dans l'énoncé 
précédent qu'à intervertir les 
termes « vertical » et « hori- 
zontal " . 

103. 11 n'y a lieu, d'ail- 
leurs, d'appliquer la règle que si la disposition du dessin laisse 
quelque doute dans l'esprit. Ainsi, sur la figure 81, qui représente 
un tétraèdre SABG, il est évident qu'en projection verticale s'a'b' est 
éclairée, en projection horizontale sab éclairée, sac sombre. Le doute 




{') Voici un moyen miiémouiiiue bien .simple pour roteiiir celte ràgle. Associant 
l'iil^e d'cbscuriti! à celle de ce qui est ferritt' à la lumière du soleil, on n'a qu'à dire; 
La projection eit sombbb oit non suivant que te point f est EXFEiurÉ ou non dmts le 
-segment \ni.„. 
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ne saurait exister que pour la face [sbc, s'b'c"). Construisons poui' 
cette face les points [j-, [j^(,et p., Nous trouvons un point p entre [j. et ;^,,. 
Donc s'b'c' est sombre {a" 102). Et comme, d'ailleurs, les segmenta 
bm et b'm' soiil de même sens, shc est également sombre (n" 101), 



CoTfs l'onds 



L'ombre propre d'un cylindre est limitée aux génératrices 
de contact des plans tangents à ce cylindre parallèles aux rayons 
lumineux. La construction de ces plans tangents est un problème 
connu de Géométrie descriptive. Nous allons l'indiquer dans les cas 
les plus fréquents. 



KMi. Cylindi'c de l'évolution à axe vertical. — Le plan 
mené par l'axe parallèlement aux rayons lumineux est le plan verti- 
cal dont la trace horizon taie, menée par 
0, fait avec la direction de la ligne de 
terre l'angle o'ro égal à 45° {fig. 82). 
Les plans tangents parallèles à ce plan 
ont pour traces les tangentes à la base 
aux extrémités du diamètre uv perpen- 
diculaire à or. 

La génératrice projetée en u est vue , 
en projection verticale enw'w',. La géné- 
ratrice uV, projetée en d n'est pas 
vue en projection verticale. 

Remarquons, en appelant R le rayon 
du cylindre, que 
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105. Cylindre de révolution à axe lioriaoïital. — 

Prenons sur l'axe un point [o.o') et menons par cet axe un plan 
parallèle aux rayons lumineux, plan déterminé par la droite [or. or') 
parallèle à ces rayons [jlg. 83). r étant ia trace horizontale de celle 
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droite, la trace horizontale du plan en question est la parallèle rh à 
l'axe aô du cylindre, menée par le point r. 

Le plan de la section droite du point o coupe ce plan suivant la 
droite projetée en oh. 
Rabattons cette section 
et cette droite sur le 
plan horizontal passant 
par l'axe en les faisant 
tourner autour de la 
droite de ce plan hori- 
zontal projetée suivant 
oh. La section droite 
se rabat suivant le 
cercle de centre o, 
ayant même rayon R 
que le cylindre. Quant 
au point h, il vient en 
h^ sur la perpendicu- 
laire kr à oh, à une 
distance hh^ de h égale 
à la hauteur a de l'axe 
au-dessus du sol. 

Les traces rabattues des plans tangents au cylindre parallèles 
aux rayons lumineux seront les tangentes au cercle menées par les 
exlrémités du diamètre UiU, perpendiculaires à o/ii- 

Les points m, et u, relevés se projettent horizontalement en u et w. 
Leurs projections verticales it' et v s'obtiennent immédiatement sur 
les lignes de rappel correspondantes, si on remarque, d'une part, 
que ces points sont distants du plan horizontal du centre de la lon- 
gueur uUi ^ B»i, de l'autre, que, le point v^ étant du même côté 
que /tj par rapport à la charnière oh, le point u est au-dessous du 
plan horizontal de l'axe, tandis que le point r' est am rfesstw. Iln'ya 
donc qu'à porter dans le sens voulu les segments i'u' et j'v' égaux 
à uu^ ou vr>^. 

On voit que, en projection horizontale, c'est la génératrice de w qui 
est vue, tandis que, en projection verticale, c'est celle de v. De là, 
les ombres telles qu'elles sont représentées sur la figure 83. 
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■ On a, en posant hor = a , hoh^ = w, et se rappelant 



que M, 


= X, 






(1) 


tang <.: 


kh, 


A l 

or. cos): or . cos 


et 








m 






ou = R sin <o, 
1 /!)' = »!;, = Heos 



Lorsque a t= o, c'est-à-dire lorsque, en projection horizontale, l'axe du 
cylindre est perpendiculaire au rayon lumineux, on a cos a = l, etla for- 
mule (1) montre que tang u> et, par suite, w est niinjmnm. D'ailleurs, puisque 
1 

tang 0, = -pi on a o) = ^ [a" 99V 

Donc ou est minimum ( om = R sin .fi r^r^ -y^ |- L'ombre enproJBCtion hori- 
zontale a la plus grande étendue possible. 



/ B \/2\ 

1 [j'v = R cos cf = -~=- y Lïirabrû i 



j'v' est, au coûlraire, r 

projection verticale a la plus petite étendue possible. 

Lorsque « croit, cos a décroît, tang <^ croit ; par suite, o croit aussi. 
Donc ou croit, ^V décroit. 

Lorsque a =r -) c'est-à-dire lorsque, en projection horizontale, l'axe du 

cyhndre est parallèle aux rayons lumineux, cos et ^ o, tang oj = ^w, w = -■ 
Donc 

ou — H (maximum) 
Jv'^ (minimum) 

L'ombre n'est pas visible en projection horizontale ; en projection verticale, 
elle est limitée à la projection de l'axe. 

Entre ces limites, lorsque a=:-;i c'est-à-dire lorsque l'axe du cylindre est 

■1 TU 

perpendiculaire au plan vertical, on a cos a =: -r^y tang uj ~ 1, u>=: -: par 

V2 4 

suite 
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Les ombres ont la même épaisseur sur les deux plans : mais, dans ce cas 
l'ombre n'est pas vue en projection verticale, puisque sur ce plan le cylindre 
se présente par sa base. 



106. Cône de révolution à axe vertical. — Par le 

sommet [s.s') du cône menons le rayon lumineux (sr.s'r) dont la 
trace horîzonlale est r {fig. 84), Par ce point r menons à la base, 



.> 




située dans le plan horizontal, les tangentes )■;«, m; les génératrices 
limitant l'ombre sont [sm.s'm) et [sn.s'n'). En projection vei'ticale, 
sm est seule vue. 

107. Nous avons pris pour plan vertical un plan parallèle quel- 
conque au mur. Si nous avions pris le plan de front passant par 
l'axe du cône, la projection horizonlale de la base du cône aurait 
été le cercle décrit sur ah' comme diamètre ; la trace horizonlale du 
rayon lumineux passant par le sommet eût élé le point h. Or, les 
angles s'r'o' et ho'r étant égaux chacun à 45", la figure so'rli est un 
carré. On a donc simplement le point h en portant sur la perpendi- 
culaire élevée en s' à oV, vers la droUe,\dL longueur s'h ^ o's. 
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Il suflit de mener de ce point h au cercle a'b' les tangentes /imQ 
et Ju^^| pour avoir bur la base les points rn et n'. 




Si le sommet -s' était au-dessous de la base a'b\ la longueur -ïh 
devrait être portée vers la gauche. 

Par exemple, pour le double cône s'a'b'i' de la âgure 85, on n'a 
qu'à porter sur les perpendiculaires élevées en s' et t' à s't', a droite 
s'h = o's, à gauche t'k ^^ of, et à mener par les points h et k les 
tangentes hm et Jip au cercle a'b', pour avoir les points m' et p' où 
aboutissent sur la base les génératrices s'm et l'p' qui limitent 
l'ombre. 



108. Cas parlîciilîcrs. — 1° Si les génératrices du cône sont 
incliuées à 45" sur l'horizon, le point rest un sommet du carré cir- 
conscrit au cercle de base, qui a deux côtés parallèles aux lignes de 
rappel ((ig. 86). On a donc, dans ce cas, l'une des génératrices 
d'ombre sm confondue avec une génératrice de contour apparent, 
l'aut-'-e sn étant dans le plan de profil de l'axe. 

Quant à la visibilité, elle varie, comme le montre la figure 8(>, 
suivant que le cône a le sommet en haut ou en bas. 

2° Si les génératrices sont inclinées à l'angle -f {a" 99) sur 
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]'horizon (fig. 87), le rayon sr se confond avec une génératrice du 
cône; par suite, les points m el n se confondent aussi avec le point r. 




Ce point r est d'ailleurs vu ou non suivant que le cône a le sommet 
en bas ou en haut. 




Un tel cône est dit cône limite. Si un cône a un angle au sommet 
plus ouvert que le sien, ,ce cône, placé verticalement, est tout entier 
dans la lumière ou tout entier dans l'ombre, suivant que sou sommet 
est en haut on en bas. 

109. Cône de i*évolutîou à axe horizoulal. — Le rayon 
lumineux passant par le sommet {s. s) coupe le plan vertical de la 
base au point [r.r") (fig. 88). 

Rabattons le plan de la base sui' le plan horizontal passant par 
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l'axe. Le point Ir.r') se rabat sur la perpendiculaire rri à or à une 
distance de r égale à h'r'. Mais, puisque i'angler's'/i' est de -15°, 

Nous n'avons donc qu'à abaisser du point r la perpendiculaire rk sur 
la ligne de rappel ss' et à reporter rk en rri pour avoir /■[. 

Les tangentes menées de r^ au cercle de base rabattu donnent les 
points i| etw,, rabattements des points où les génératrices d'ombre 




rencontrent la base. Ces points relevés se projettent horizontalement 
en i et u. Le premier seul est vu, attendu que, son rabattement étant 
clu même côté que r, par rapport à or, ce point est du même côté 
que (r.r) par rapport au plan 'horizontal de l'axe, c'est-à-dire au- 
dessus de ce plan. 

Il est facile d'avoir les projections verticales t' et u des points ; 
et u, puisque leurs distances à ce plan horizontal sont respectivement 
égales à tty et mi^ 

Remarqœ. — Il semble que la construction tombe en défaut 
lorsque la projection horizontale de la base ab est parallèle à la pro- 
jection horizontale des rayons lumineux, parce qu'alors les Ion- 



y Google 



Si CHAPITRE 111. — TIlfiORIlC DES OMBRES L'SUKLLES 

gueurs or et rr\ deviennent infimes, mais l'indétermination n'est 
qu'apparente, car, or, étant le rabattement de la trace sur le plan de 
base du plan mené par l'axe du cône parallèlement aux rayons lumi- 
neux, on voit qu'à îa limite, lorsque r^ est à l'infini, l'angle cfor, est 
égal à l'angle s. 

Les points tf et îs, sont alors les points de contact des tangentes 
au cercle inclinées à l'angle f sur ab. 



IIO. La ligne d'ombre propre sur un corps étant la courbe de 
contact de ce corps etdn cylindre circonscrit dont les génératrices 
sont parallèles aux rayons lumineux, cette ligne sera pour la sphère 
le grand cercle suivant lequel elle est coupée par le plan diamétral 
perpendiculaire aux rayons lumineux. 

La projection de celte ligne d'ombre sur un plan quelconque sera 
dès lors une ellipse concentrique au contour apparent de la sphère 
et touchant ce contour apparent par les extrémités de son grand axe. 

Pour construire cette 
ellipse, par exemple sur 
le plan vertical de pro- 
jection, supposons que 
nous coupions la sphère 
par une série de plans 
perpendiculaires à ce 
plan de projection et pa- 
rallèles aux rayons lu- 
mineux (n" 9i). 

Chacun de ces plans 
aura sa trace parallèle à 
la projection verticale 
' des rayons lumineux o'r. 

Il coupera la sphère suivant un petit cercle. Les points de contact 
de ce petit cercle et du rayon contenu dans le plan sécant, rayon 
incliné à l'angle f sur le plan de projection (n" 99), appartiennent à 
la courbe d'ombre. 

Prenons, en particulier, les plans tangents à la sphère. Ils nous 
donnent les points m et n', extrémités du diamètre perpendiculaire 
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Coupons maiiitenanl par le plan perpendiculaire au plan deprojec- 
lion mené par oV, et rabattons ce plan autour de or sur le plan de 
front de d . Le grand cercle d'intersection se rabat sur le contour 
apparent de la sphère. Le point de tangence du rayon lumineux 
vient au point r'i, où la tangente est inclinée à l'angle f sur oV, c'est- 
à-dire tel que l'angle ndr\ soit égala 'ù. 

Dans le relèvement, ce point vient se projeter en r . I/ellipse 
d'ombre est alors déterminée par ses axes mn et oV. 

Pour construire r/ il sufiit de mener à an la parallèle h'i' qui 
coupe au point i' la tangente en n . Le point r/ est sur o'I' . 

On a, en etfet, 



" on 6V ^\ 
ce qui montre qu'on a bien 

Si on veut calculer dr\ on a 



-. Rsiti^ ^-^ (n^ 99), 



La connaissance des axes suffit à la construclion de l'ellipse, mais 
il est bon de remarquer que le point ^' est la projection verticale du 
point de la courbe d'ombre situé en projection horizontale sur le con- 
tour apparent. 

L'ellipse passe donc par le point ^' et de même, par raison de 
symétrie, par le point 3', pied de la perpendiculaire abaissée de m' 
sur la ligne de rappel de 0' . Nous allons, dans ce qui suit (n° 113), 
retrouver ces résultats par une autre voie. 

d. — SlIiiFACES DE RJLVÛLDTIUN 

111. Les surfaces de révolution étant de celles auxquelles la 
Géométrie descriptive enseigne à mener des plans tangents paral- 
lèles à une direction donnée, nous pourrons obtenir la courbe d'ombre 
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propre sur de telles surfaces. Nous les supposerons d'ailleurs à axe 
vertical, ce qui est presque toujours le cas dans la: pratique. 
Nous emploierons ici la métliodedes cônes circonscrits (n" 9S). 




Prenons le cône de sommet s' circonscrit à la surface le long du 
parallèle ah' . Pour avoir le point de la génératrice d'ombre de ce 
cône sur le cercle ab' , appliquons la construction du n" 107. 

Sur la perpendiculaire élevée à l'axe au point s [fig. 90) portons 
(vers la droite, parce que le cône a son sorameteu haut) la longueur 
sV égale à uV, et du point i menons au cercle décrit sur ab' comme 
diamètre la tangente tr6 qui donne la projection f du point où la géné- 
ratrice d'ombre vue du cône s'a'b' rencontre le cercle ab'. Ce point 
appartient à la partie vue de la courbe d'ombre de la surface. 
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Pour avoir la projection horizontale de ce point menons la ligue 
de rappel dn point t' et remarquons que, puisque le point [t.t') est sur 
le parallèle de rayon oj'ô' ou co'ô, le point t est à une distance ot du 
point égale à w'O. En d'autres termes, la figure to'oi6 est un paral- 
lélogramme, et il suffit de mener ot équipoUent à w'S ('). 

112. Remarque. — Considérons une autre surface de révolu- 
tion S) de même axe que la première S et dont la méridienne soit 
obtenue en déplaçant celle de S dans le sens perpendiculaire à l'axe 
d'une longueur l. 

Si nous répétons la construction précédente pour le parallèle w'o', 
de cette seconde surface, nous obtenons le point ■^i sur la ligne w't 
inclinée à 45" sur m's , et nous avons : 



Si donc du point t, nous abaissons la perpendiculaire s/ii sur w'O, 
nous avons : 



eî, comme w'O = m'a, il vient: 



ce qui montre que 9, est le point de contact de la tangente menée 
de iTj au cercle de centre (u' et de rayon t,>'a\. 

Le point (, sera dès lors à la rencontre de ol et de la parallèle 
à 9J menée par 9,. 

Par suite : 



Ainsi, le lieu géométrique du point t^ est une conchoïde par rap- 
port au point o du lieu géométrique du point t, l'accroissement 
constant des rayons vecteurs étant égal à l. 

. (^) L;i détermmation de la tangente à la courte il" omb te propre exigi; des iiolions 
qui ne seront acquises que dans la suite du Cours. 
Nous reviendrons doue plus loin sur ce probtèmo (m 319). 
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En particulier, si la surface S est une sphère, la surface S, est un 
tore, et l'on voit que la projection horizontale de la courbe d'ombre 
sur ce tore est une conchoïde de l'ellipse, projection horizontale du 
cercle d'ombre sur la sphère, par rapport à son centre. 



113. Points remarquables. — En répétant autant de fois 
qu'il est nécessaire la construc- 
tion du H" 111, on obtient au- 
tant de points que l'on veut de 
la courbe d'ombre, mais il est 
un certain nombre de ces points 
que l'on a immédiatement et qui 
suffisent, dans la plupart des 
cas, à permettre de tracer la 
courbe. 

1" Prenons le cylindre verti- 
cal circonscrit le long du paral- 
lèle ab\ qui donne en projection 
horizontale le cercle de contour 
apparentai {fig. 91). 

Les points d'ombre corres- 
pondants sont (n" 105) : en pro- 
jection verticale, 7i' vu et /i' non 
vu, tels que 



en projection horizontale, les 
points h et /( sur le diamètre du 
contour apparent perpendicu- 
laire à la projection horizontale 
des rayons lumineux. 

On sait, en outre, qu'on pro- 
jection horizontale, la ligne 
'''^' ■"■ d'ombre est tangente en h et en 

k au contour apparent de la surface (n" 95). 

2" Prenons les cônes à 45" circonscrits (n° 108, l"j. Les parallèles 
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correspondants j/q' et f\q\ s'obtiennent en menant au contour appa- 
rent vertical les tangentes inclinées à 45" sur ah' . 

Le cône à sommet en bas nous donne les points f sur le conlour 
apparent vertical, projeté horizontalement en p sur ah, et q sur l'axe, 
projeté horizontalement en q sur le cercle de centre o et de rayon op. 

Les points p et q sont vus. 

Le cône à sommet en haut nous donne les points p', sur le conlour 
apparent vertical, projeté horizontalement en p^ sur ah, et ç', sur 
l'axe, projeté horizontalement en q^ sur le cercle jipi. 

Seul de ces deux derniers points, p', est vu. 

On sait, en outre, qu'en projection verticale la ligne d'ombre est 
tangente en p et p\ au conlour apparent de la surface, 

3" Prenons, enfin, les cônes limites circonscrits {n" 108, 8"). 

Les parallèles correspondants m'ï et mV'i s'obtiennent en menant 
au contour apparent vertical les tangentes inclinées à l'angle a 
sur a'h' . 

Le cône à sommet en bas donne le point vu l' Lel que 



La projection horizontale l de ce point est sur la projeclioii horizon- 
tale du rayon lumineux menée par o. 

Le cône à sommet en haut donne le point caché ï ^ tel que 

La projection horizontale li de ce point est également sur la pro- 
jection horizontale du rayon lumineux menée par o. 

Puisque, sur les parallèles limites m'n et m\n\, les deux points 
de la courbe d'ombre se confondent, cette courbe est tangente à 
ces parallèles en [l.l') et en {li.l\); donc, en projection verticale, 
les tangentes en l' et l\ sont m'n' et m',n') ; ces points sont par 
suite le plus bas et le plus haut de la projection verticale de la 
courbe d'ombre. 

En projection horizontale, les tangentes en l et en l\ sont perpen- 
diculaires à U^. 

Il ne faut pas oublier, en outre, que les deux projections de la 
courbe d'ombre ont les mêmes tangentes parallèles à la direction 
des lignes de rappel. 
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§ 3. — Ombres portées suk des plans 

A. — Ombres portées sur les plans de projection 

ll'î. Prïu<"'ipe yéncral. — ■ L'ombre portée par un corps 
sur un plan n'est autre que la projection oblique de ce corps sur ce 
plan, faite parallèlement à la direction des rayons lumineux. 

Puisque ie cylindre projetant le corps touche celui-ci le long de 
sa courbe d'ombre propre, on peut encore dire que la courbe d'ombre 
portée n'est autre que la projection oblique, sur le plan, faite paral- 
lèlement aux rayons lumineux, de la courbe d'ombre propre du 
corps. 

Nous avons appris, dans le paragraphe précédent, à construire 
cette courbe d'ombre propre point par point. 

Il nous suffit donc de déterminer le point où le rayon lumineux 
passant par chacun de ces points rencontre le plan sur lequel 
l'ombre est portée, ce qui n'offre aucune difficulté. 

Mais nous pouvons envisager encore le problème à un autre point 
de vue. En effet, nous avons reconnu (n" 84) l'identité du problème 
des projections obliques avec celui de la perspective axonométrique. 
Si donc nous rapportons le corps à unlrièdre fondamental (')OXYZ 
(formé, par exemple, par un axe OX perpendiculaire au mur, un 
axe OY parallèle à la ligne de terre et un axe OZ perpendiculaire au 
sol), nous n'aurons qu'à chercher l'ombre 0|XiY|Z| de ce trièdre 
sur le plan considéré pour être ramené à une construction de pers- 
pective axonométrique telle que nous savons les effectuer (chap. ii). 
On pourra, suivant le cas, recourir à l'une ou à l'autre méthode, 
mais on peut dire, d'une manière générale, qu'il est plus simple de 
recourir au tracé d'une perspective axonométrique, lorsqu'il s'agit 
d'une ligure située dans un plan parallèle à l'une des faces du 
trièdre fondamental, et au tracé direct dans les autres cas. 

Nous allons envisager d'abord les ombres portées sur le mur. 
Tout ce qui va cire dit sur ce sujet pourrait être répété relativement 

(') G'est-à-dire sur les ai'êles duquol on a |iorié les longueiiis OX, OT e.l OZ «galos 
chaeune à l'unitÉ de longueur. 
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aux ombres portées sur le sol moyennant une simple permulatiou 
de rôles entre les axes OX et OZ. 

1 15. Ombfe du trièdi'e fondamental sur le mur. — 

Pour trouver l'ombre du trlèdre fondamental sur le mur, nous pou- 
vons à volonté choisir le point dans l'espace, la disposition de 
l'ombre autour du point 0, ne variant pas lorsqu'on passe d'une 
position de ce point à une autre. 

Prenons dès lors le point sur la ligne de terre. L'axe OY coïn- 
cide alors avec cette 
ligne, tandis que OX et 
OZ sont situés respecti- 
vement sur le sol et sur 
le mur (fig. 92). 

Puisque les points 0, 
Y et Z sont dans le plan 
du mur, ils coïncident 
avec leurs ombres 0,, 
Y^, Z,. Quant à Xj, on 
l'obtient en prenant la 
trace horizontale du 
rayon lumineux passant au point X. On voit ainsi que le point X, est 
le sommet opposé à dans le carré construit sur Ox et Oy. 

Isolons l'ombre 0|X,Y|Z| obtenue {fig. 92 bis). Nous voyons que. 
pour obtenir l'ombre Mj d'un point M rapporté au trièdre OXYZ, 
il suffit de porter en vraie grandeur sur 0,Y, et OjZ, les coor- 
données 0,Bj^=^Y et OjCi = Z, et sur OjXj, la coordonnée 
OjA| = X v'S. ce qui se fait en portant sur le prolongement de 
OjZ| le segment 0, A ^= X et menant par A la parallèle AA, à 0, Y, . 
Ayant les trois coordonnées 0,Ap 0,B,, OjGj, on en déduit le point 
M|, en menant A^m, équipollenl à O^B, et mjM, équipollent à 0,G, 
(n° 61). 

On peut remarquer que, si m et in étaient les projections du 
point M, on aurait le point m, en prenant simplement mm^ = mBi- 

116. Traeé par la perspective axonométriquc. — La 

construction de l'ombre d'un corps sur le mur, considérée comme 
une perspective axonomélrique, sera donc la suivante : 

Rapporter ce corps â un irièdre fondamental OXYZ, dans 
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lequel OZ est vertical, OY parallèle à la ligne de terre, en choisis- 
sant de préférence pour le point un point remarquable du corps, 
son centre par exemple, s'il en a un. 

Prendre l'ombre 0, de ce point 0, c'est-à-dire la trace sur le 
mur du rayon lumineux passant en ce point. 

Tracer par lepoint 0, les axes OiX,, 0|Yi, OiZ,, définis ci-dessus 
[n" 115). 

Enfin, construire la perspective axonomêtrique du corps par 
rapport à ces axes, en se référant aux règles données dans le cha- 
pitre II. 

Nous pourrions borner notre exposé à cela, mais il sera bon de le 
rendre plus intelligible par quelques exemples. 

Observation. — Puisque l'angle OYZ n'est pas déformé, les ligures 
de front donnent des ombres qui leur sont égales et ont môme orien- 
tation. Gelaest d'ailleurs évident apriori. 

117. Ombvc sui' le mur d'un cercle horizontal. — 

Soit 0, l'ombre du centre du cercle. Nous pouvons prendre les 





rayons Om et Od du cercle (supposé ici rabattu parallèlement au 
mur) pour axes OY et OX. Nous en déduisons immédiatement les 
axes O5X, (ou O^rf,) et 0|Y, {ou OiO,) qui déterminent l'ombre du 
cercle comme perspective axonomêtrique. 
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Les points a, b, c, d, se placent immédiatement en «,, 6,, c,, c?,. 
On a ainsi deux diamètres conjugués a^b^ et c,(i| de l'ellipse, 
ombre du cercle [fig. 93). 

On construit le parallélogramme «i^Pini^, formé par les tangentes 
en ces points, et on n'a plus alors qu'à tracer l'ellipse ainsi qu'il a été 
dit au n" 53. 

Mais on peut immédiatement obtenir, si l'on veut, les points 
*ii in '^1' ^1' ^" remarquant simplement, d'une part, que ces points sont 



\M 




'^l 


■f 


'i> 


,x| 










deux à deux sur les diagonales m^n^ {ici verticale) etpiç,, de l'autre, 
que JiJ^ coupe Ofi^ au point /■, tel que 

On voit que la hauteur de l'ombre, distance des parallèles mj^ij 
et «i^i est égale au diamètre D du cercle ; sa largeur, distance des 
tangentes en /t, et l^, qui sont verticales, comme parallèles à m,», 
(puisque les tangentes en k et l sont parallèles à m^Ui), est égale 

4R 
à 2([/t| ou 40|/'i, c'est-à-dire -y^ ou D v2 
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118. Ombre sur le mui-d'un cercle de proïîl. — Les 

explications seraient les mêmes que dans le cas précédent. On obtient, 
en partant du cercle rabattu sur un plan de front, la âgnre 94. 

On voit qu'ici c'est la hauteur de l'ombre qui est égale kT) ^2 et 
Ja largeur à D. 

Si, par exemple, on veut avoir l'ombre sur le mur d'une fenêtre en 
plein cintre située dans un plan de profil, et rabattue sur le plan de 
front de son axe ue, en achhg {(ig. 95), on n'a, après avoir construit 
l'ombre o^ du point 0, 
qu'à construire, comme 
il vient d'être dit, la 
demi-ellipse a,(;|6i,puis 
de porter sur les tan- 
gentes verticales à cette 
ellipse, en a^ et 6,, les 
longueurs a,^, et byli^ 
égales à la hauteur de 
la fenêtre. 

119. Ombre sur 
le mur d'un cylin- 
dre vertical. — 

Ayant construit (n" 117) 
rombre«iC,6j(i] du cercle 
de base inférieur [fig. 
96), on n'a qu'à reporter 
cette ellipse en e^g\fjii à 
une hauteur OjM, au-des- 
sus de la première égale 
à la hauteur du cylindre, 
pour avoir l'ombre du cercle de base supérieur. 

Il ne reste plus qu'à réunir ces deus ellipses par leurs tangentes 
■communes verticales, distantes, comme on vient de le voir, de Dv'â, en 
appelant D le diamètre de base du cylindre. On a vu aussi com- 
ment s'obtenait sur une de ces ellipses le point de contact h-^ d'une 
de ces tangentes. 

l^O. Ombre sur le mur d'un cône vertical. — Ayant 
construit (n" 1 17) l'ombre aiCih^di du cercle de base, on a l'ombre Si 
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o's\ prise siif o:^ \fig. 97 



du sommet en portant sur Q^z-^ la longueui 

L'ombre du cône 
sera, dès lors, limi- 
tée aux tangentes 
menées de s, à l'el- 
lipse a^cfi^d^. 

Si on veut obtenir 
avec précision les 
points de contact de 
ces tangentes, il 
suffit d'employer le 
moyen indiqué au 
n" 76. Considérons 
donc le point S; 
comme l'ombre d'un 
point Sq situé dans 
le plan OXY. Pour 
avoir ce point, pre- 
nons les coordon- 
nées o^Uj et w,|-î, du 
çoiol s ^ rapporté aux axes O^XjY^, et reportons ces coordonnée; 
sur OXY. Pour cela, prenons, sur OY, 




et, parallèlement à OX, 



■ V2 " 



Ayant ainsi le point Sg, on n'a qu'à mener au cercle de base les 
tangentes Som et Son, qui déterminent m et n [^) et à reporter ces 
points sur 0|X,Y| en m, et en n^. 

121. Ombi-e sut* le mur d'une sphci'c. — Ainsi que 
nous l'avons fait remarquer au n" 114, le tracé de l'ombre ne pou- 

(i) On reiroiire ainsi ia conslniction donnée au n" 107 pour olilJïuir li;s générct- 
U'ices d'ombre piopre du cône, ce qui devait avoir lieu, puisque les droiLes limilanl 
l'ombre porlée du cûiie sont les ombres porlées des génératrii;PS d'ombre propre du 
cône. 
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vant se réduire ici à celui d'une figure contenue dans une des faces 
du trièdre fondamental, il vaut mieux effectuer la construction direc- 
tement ('). 

Le diamètre ah' de 
la courbe d'ombre 
propre étant dans un 
plan de front porte 
ombre en vraie gran- 
deur enajèj {fig.98)^ 
axe de l'ellipse d'om- 
bre, puisque cette 
ellipse doit être tan- 
gente en a^ et ôj aux 
tangentes lumineuses 
a'a^ et b'b^ de la 
sphère (n" 95). 

Reste à trouver la 

longueur de l'autre 

axe de cette ellipse. 

Pour cela transpor- 

tons le centre de la 

sphère au point o,, ce qui ne modifie pas l'ombre portée, puisque 

la sphère reste inscrite dans le même cylindre de rayons lumineux, 

et rabattons sur le mur la section du cylindre et de la sphère par 

le plan projetant o'o^ sur le mur. 

La section rabattue de la sphère est le cercle décrit sur a^b^ 
comme diamètre; celle du cylindre se compose des tangentes à ce 
cercle faisant l'angle f avec o'o,. On a ainsi, enC) et di, les points de 
la ligne d'ombre sur o'Oi. Il n'y a plus qu'à construire l'ellipse qui a 
pour axesfl|6| et c^d,. 

Pour avoir le point de contact Cy de la tangente CaC^ à l'angle <f, il 
suffit d'appliquer la construction du n" 110, c'ost-à-dire de tirer le 
rayon Oih à 45" sur OjC,, puis hl parallèle à o^bi et, enfin, o^l qui coupe 
le cercle en C(,. 

Si on veut éviter toute construction, ii suffit de remarquer que: 




= ^J-d (n^99). 



(') La coustrnctiû 
expliqué au n" 77. 
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Rapprochant ce résultat de celui du n" 110. on voit que l'axe de 
l'ellipse d'ombre portée, parallèle à la projection des rayons lumi- 
neux, est le triple de Taxé de l'ellipse d'ombre propre, dirigé 
■mivant la même droite. 



"""^""■"■^ 


^: 








O' >! 







122. Ombre sur le mur «l'uno sui-i'ace <|4> révolution 
à axe vertical . 

— 11 y a liuu de refaire 
ici l'observation par 
laquelle débute le ii" 
iSi (1). 

Nous allons voir 
tout d'abord qu'il est 
facile d'obtenir immé- 
diatement plusieurs 
points remarquables 
de la courbe d'ombre 
portée avec les tan- 
gentes en ces points. 

Cherchons pour cela 
les ombres des points 
remarquables de la 
courbe d'ombre 
propi'e, définis au n" 
113. 

Afin de simplifier la 
figure, nous suppose- 
rons que le plan du 
murpasse par l'axe de 
la surface [fig. 99). 
S'il n'en était pas ain- 
si, ilfaudrait, en appe- 
lant 0| l'ombre du vn-,.m. 
centre {o.o') de l'équa- 

teur de la surface, donner à Ions les points qui vont être cons- 
truits des translations équipollentes à o'o^. 

1" Puisque la courbe d'ombre propre (non tracée sur la figure) 




{') La constiTiction par li 
expliqué iin n° 83. 



perspecLivi 
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rencontre le plan du mur aux points m' et p' où les tangentes à la 
méridienne de contour apparent sont inclinées à 45" sur la ligne de 
terre, la courbe d'ombre portée part de ces points tangentiellement 
à cette méridienne (n" 97). 

2" Lepoint ih.h') de la courbed'ombre propre, situé sur l'équateur, 
donne le point {A[. /*',). Or, le triangle oA/i, ayant ses angles en o et 
en h^ égaux à 45°, le point hf, est le milieu de o/;,. Donc /*' est le 
milieu de o'h\. D'autre part, l'angle h\k'h'.-, étant de 45", on voit 
que 

h\k,' = h'h\. 

Donc, pour avoir le point h,\. il suffit de prolonger o'I'f d'une quan- 
tité égale li'h'.^ et do porter sur la perpendiculaire élevée en /('.-, à o'h'r,, 
vers le bas, une quantité encore égale h'.h\. 

Puisque le plan tangent en [h.h') à la surface, qui contient le 
rayon lumineux correspondant, est vertical, sa trace sur le mur, 
qui est la tangente correspondante à la courbe d'ombre propre, est 
verticale. Ainsi, la courbe d'ombre propre est tangente en h\ 
à Ji\h\. 

3" Le point {q-q'), situé sur le parallèle de 15", porte ombre, 
en (îi-j'i). et, puisque oç, =^ oq, rayon de ce parallèle, le point q^ 
coïncide avec la projection horizontale du point s'. En outre, 
s'q\ ^=^ q's. 

Le plan tangent en (q.q') contenantla tangente au parallèle passant 
par ce point, tangente qui est parallèle à la ligne de terre, sa trace 
sur le mur est aussi parallèle à cette ligne, c'est-à-dire horizontale. 
Ainsi, la courbe d'ombre a, au point q\, une tangente horizontale. 

A" Le point {U") situé sur le parallèle limite porte ombre en {o.l\) 
sur l'axe de ta surface. 

Le plan tangent en (l.l') contient la tangente {Ig-l'g') au parallèle 
de ce point. La tangente en l\ à la courbe d'ombre propre est donc 
tangente en /', à l\g'. D'ailleurs, on a 

jr/ = orj = 2ol„, 

puisque les angles en o et en y de ok/ sont égaux à 45'-'. Donc 

/i7' — yi'- 
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En résumé, nous avons ira média te ment les points suivants de la 
courbe d'ombre propre avec leurs tangentes: 
m sur le contour apparent; tangente à 45" ; 
h\ tel que h'.Jï'„ ^= h'h'„ ^^ oh' ; tangente verticale ; 
q\ tel que s'q\ == q's' ; tangente horizontale ; 
l\ sur l'axe avec jl\ = l'f ; tangente l\g' telle que l'g' = j'I' ; 
p' sur le contour apparent; tangente à 45°. 

Ces points avec leurs tangentes suffiront, en général, pour le 
tracé de la coijrbe. S'il n'en était pas ainsi, on pourrait, comme il 
a été dit au n" ill, construire d'autres points de la courbe d'ombre 
propre et prendre leur ombre, ou procéder comme II sera (lit plus 
loin (n" 123). 

Première remarque. — Pour la position du mur telle que nous 
l'avons adoptée, la courbe d'ombre portée ne comprend que la 
projection oblique, faite parallèlement aux rayons lumineux, de la 
partie vue de la courbe d'ombre propre. 

On peut tout aussi facilement construire la projection oblique de 
la partie cachée de cette courbe d'ombre propre, projection qui est 
marquée en pointillé sur la figure 99. 

S'il s'agit d'obtenir l'ombre portée sur un mur situé en arrière de 
la surface sans la rencontrer, il faut donner à la courbe tout entière 
une translation équipoUente à o'o,, o^ étant l'ombre de (o.o'j. 

Si le mur rencontre la surface, la courbe d'ombre est limitée à Ja 
courbe d'intersection de la surface et du mur, à laquelle elle est tan- 
gente (n''97). Ces points d'întersecti'on ne sont vus, bien entendu, que 
si le mur est en avant de l'axe de la surface. 

Deuxième remarque. — Si nous prenions l'ombre portée sur un 
plan vertical it perpendiculaire aux plans projetant horizontalement 
les i-ayons lumineux, par exemple sur le plan vertical de trace 
horizontale oh, nous aurions une courbe symétrique par rapport à 
l'axe. Or, les horizontales du plan ï:, projetées obliquement sur le 
mur par des rayons lumineux, donnent des droites parallèles à o'h\ 
(dont le coefficient angulaire par rapport à o'/î'„ est 1 /2). 

Donc, si nous considérons la courbe d'ombre portée complète, 
nous voyons que ses points sont deux à deux symétriques par rap- 
port à la verticale du point o sur des droites parallèles à h\h\. 

\'i'A. :V(in Je montrer l'application de la méthode générale du n° 116 au 
cas actuel, proposons-nous d'obtenir le point limite inférieur dans la direction 
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de la projection verticale des rayons iumineux, c'est-à-dire le point de la par- 
tie m'h\q\p' de la courbe {/îg. 99) où la tangente est perpendiculaire à cette 
direction. 

Considérons donc la trace d'un 
plan de raccourci total parallèle à 
cette tangente, par exemple Y,UfVt 
[fig. 100). Reportons les traces deec 
plan sur OXY etOYZ. Puisque OZ|Y, 
coïncide avec OZY, la trace Yr 
coïncide avec Y^u, ou YX. La coor- 
donnée Ow, élanl reportée sur OX 
par la parallèle w,u à XfX, on a en 
Ytîla trace sur OXY. 

Il faut mainfenant mener à la sur- 
face lin plan langent parallèle an 
plan uXv. Pour cela, faisons tourner 
ce plan autour de OZ pour l'amener 
à être perpendiculaire à OYZ. Le 
point h, pied de la perpendiculaire 
abaissée de sur mY, vient en A^, 
et comme le point v ne varie pas, la 
trace Bur OYZ du plan, après rota- 
tion, est uA|j. Le point a^, oii la tan- 
gente à la méridienne est parallèle 
à vh^ donne la position du point de 
contact cherché, après rotation. Ra- 
l'ic. lou. menant la projection i^ de ce point 

sur OY en a sur Oft, on a la projec- 
r OXY du point A de l'espace. Les coordonnées de ce point sont 




^Op, 



Y = px, 






Portons l'abscisse en Opi sur OX, en menant pp^ parallèle à XX, ; prenons 
ensuite yi», égal à ps, et ctia, équipoUent ft tt^a^. Nous avons ainsi le point a 
de ia courbe d'ombre où la tangente a^t^ est perpendiculaire à OX,. 

Remarque. — Calculons l'angle (indépendant de la surface) que la tan- 
gente en «1, au méridien fait avec l'axe, c'est-à-dire l'angle OXA^. Nous avonSj 
en appelant m l'angle OYu, 



- e^« _ 



nh 
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L'angle 6 étant ainsi défini, proposons -no us ctc trouver à quelle condition I 
{loint «1 se trouve sur OX,. 11 faut pour cela que 



= Oi sin w = Oï,, 



La condition préeédente devient donc 

Oi„ tgO — a„n„. 

En d'autres ternies, il ftiut que l'angle '^„0a„ soit égal à 0. Mais alors Oa„ 
est perpendiculaire à XA,,, c'esl-à-dire à la tangente en a^. D'où celte conclu- 
sion : îe point a, se trouve sur OX, lorsque la méridienne coupe normalement 
la droite passant par le point et faisant avec OY, en dessous de cet axe, un 
angle égal à h. 

124. Ombres sur le sol. — Pour les ombres sur le sol, 11 
n'y a qu'à répéter tout ce qui vient d'êli'e dit à propos des ombres 
sur le mur en permutant les rôles des axes OX et 
OZ, c'est-à-dire en substituant, pour l'ombre du 
trièdre fondamental, la figure 101 àla figure 92 bis. 

Nous nous contenterons d'ajouter à ce qui pré- 
cède une simple remarque relative à l'ombre sur 
le sol des surfaces de révolution à axe vertical. 
Cette remarque, d'où découle, comme on va voir, 
une sensible simplification de tracé , est la suivante : 
La tangente en chaque point de la courbe d'ombre 
portée est parallèle à la tangente au parallèle 
passant par le point correspondant de la courbe 
d'ombre propre. 

Ces deux tangentes sont, en effet, les intersections de deux plans 
parallèles (celui du sol et celui du parallèle) par un mênie plan (le 
plan tangent au cylindre projetant) le long de la génératrice qui unit 
les deux points considérés. 

Cette remarque montre qu'aux points m, et p^, ombre de {m.m') 
el àe(p.p') (fig. 102), la tangente est parallèle aux lignes de rappel; 




Y. 



Xj 
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en 31] el en q^, parallèle à la ligne de terre ; en ?, et en /",, perpendi- 
culaire à la projection, horizontale des rayons lumineux. 




1S5. Pour trouver les points où la tangente est parallèle à une direction 
donnée, on pourrait procéder comme on vient de le faire au n° 123, en se 
fondant sur ce qui a été dit à propos delà perspective axonométrique. Mais on 
peut ici recourir à im moyen plus simple. 

En effet, d'après la remarque précédente, tout revient à trouver le parallèle 
sur lequel la tangente, au point de la ligne d'ombre, est parallèle à la direction 
donnée. 

Reportons-nous h la construction donnée au n" lU, et construisons par un 
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cercle ah, pris arbilraii-emenL(/Î£f. 103), un cône semblable au cône circonscriL 
le long da parallèle cherché. 

Menons au cercle «& la tangente is^, parallèle à la direction donnée. Le point s,, 
devant se trouver sur la droite os^ inclinée à 43° sur Oa, estimmédiatemenl 
oblenu. De ce point s^ nons déduisons le sommet s du cône. 

Le point cherché de la courbe d'ombre portée est donc celui qui correspond 
à l'homologue de [t.t'] sur le parallèle de la surface, le long duquel le plan tan- 
gent fait avec l'horizon un angle égal à oas. 

D'ailleurs, en projection verticale, ce point divise le rayon du parallèle cor- 
respondant comme (' divise oa. 

B. — Ombrex portées sur les "plans quelconques 

126. Mélltofle (|énéi*ale. - — La recherche des projections 
de l'ombre d'un corps sur un plan quelconque revient à celle des 
projections de l'intersection par ce pian du cylindre circonscrit au 
corps parallèlement aux rayons 
lumineux, c'est-à-dire du cy- 
lindre parallèle aux rayons lu- 
mineux elpassantpar la courbe 
d'ombre propre du corps. 





Mais ici encore on peut, cela se voit aisément, ramener le pro- 
blème à une construction de perspective axonométrique, pourvu que 
l'on ait obtenu les projections de l'ombre, sur le plan, du trièdre 
fondamental précédemment défini (n" 115i. 

1 27. Projections de Toiiibre du Irièdre fonda m en lai sur nn 
plan «luclconqiie. — Remarquons tout d'abord que nous pouvons, en con- 
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servant au plan son orienlation, le faire passer par un point quelconque, le 
pointO par exemple. Pea importe, d'ailleurs, que, pour cette position du plan, 
les ombres des axes OX, OY, OZ, soient réelles ou virtuelles. Ce qu'il nous faut, 
c'est la projection oblique du tièdre fondamental sur ce plan. 

Soient Oh et On' les traces du plan donné sur le sol et sur le mur, la ligne 
de terre coïncidant, comme au n" 115, avec OY [fig. 104). 

Leplanprojetant horizontalement à la fois le rayon passant par (œ.a;') et celui 
passant par (j/.y') est le plan xi/v'. Sa trace horizontale coupant la trace oh du 
plan donné en [k.k'), la projection verticale de l'intersection de ces deux plans 
est la droite k'v', qui coupe en x', et en j;', les projections verticales x's' et y's' 
des rayons lumineux passant par(a;.aî'} et (j/.?/). Ces points m\ et y', sont donc 
les projections verticales des ombres sur le plan donné des points {m.a!')el{y.i/'). 
On en déduit immédiatement par des lignes de rappel les projections horizon- 
tales Xi et y, de ces points sur œy. 

De même, le plan hi/z' projetant verticalement à la fois le rayon passant par 
[y. y] et celui passant par (z.s') coupe le plan donné suivant la droite (Am.j/' m'). 
Les points y, et s, où hu rencontre les projections horizontales yœ et ^l des 
rayons passant par [y.y') et {^■^') sont les projections horiïonlales des ombres 




de ces points. Le point y, ayant déjà été précédemment obtenu, on a là une 
vérification. Du point zi on déduit la projection verticale z\. 

Observation. — Nous venons d'apprendre à construire les projections de 
l'ombre portée par un corps sur on plan quelconque. Si on voulait avoir cette 
ombre elle-même, il n'y aurait qu'à effectuer le rabattement du plan hov sur 
l'un des plans de projection. Les points X,, Y,, Z, de t'espace se rabattraient 
en Xj, Y,, Zj, et on serait ramené à une construction de perspective axonomé- 
trique, en prenant OX^Y^Z^ pour la perspective du trièdre fondamental OXYZ- 



y Google 



OMBHES PORTKES SUR DES PLANS 



103 



128. Constructions séparées. — Les droites Oz, et œ^j/, sont paral- 
lèles, mais, d'autre part, le rayon lumineux passant par {y.y) passe aussi 
par le point [ce. s], dont la projeclion horizontale coïncide avec le point œ et 
dont la hauteur au-dessus du sol estégaleàOy;on voit donc, en considéraotyi 
comme la projection horizontale de l'ombre de [xa'), que Oz, ~ .r^tp,. Ainsi, 
la figure Oaî,i/jZ, est un parallélogramme. 

Le même mode de raisonnement prouve que ce résultat s'étend aussi à la 
figure Ox\y\z',. 

On peut dès lors construire très simplement, et séparément l'une de l'autre, 
les projections, soit sur le mur, soit sur le sol, de l'ombre du triédre fonda- 
mental sur le plan. 

Pour avoir l'ombre sur le mur {/îg. 103), on projette en k' sur Oy le point de 
rencontre k de Oh et de xy; on tire v'k' qui coupe cds' en x'i et y'z en i/\ ; 
enfin, on tire O^', parallèle à x\yt, jusqu'en sa rencontre z'i avec t'y. 
Ox\y'iz\ est l'ombre cherchée. 

Pour avoir l'ombre sur le soi {/îff. 103), on projette en m sur Oy le point de 
rencontre u de Ou' et de s'y ; on tire uh qui coupe œy en y, et zt en s, ; enfin, 
on tire Oxf, parallèle & y\Si, jusqu'à sa rencontre x, avec -ny. OcoiyfZi est 
l'ombre cherchée. 

Nous allons, dans ce qui suit, faire quelques applications de ces principes 
généraux. 



129. Ombre sui' un plan vertical. — Pour avoir la projec- 
tion sur lo mur de l'ombre portée sur uu pian verLical, nous n'avons 




qu'à prendre les points d'intersection {k.x\) et {h.y\) des rayons 
lumineux passant respectivement par {x.x) et par {y.y) avec ce 
plan hOz' [fy. 106). Le point iz.s') étant dans ce plan est son ombre 
à lui-même. 
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Les triangles rectangles yk'y\ et yk'h soiil égaux, puisqu'ils onl 
chacun en y un angle de 45°. Donc 

et l'angle Woy\ est égal à l'angle hoy on a. Ainsi, les projections- 
verticales des ombres des horisontales de front font avec la ligne 
de terre un angle égal à celui gîte fait avec le mur le plan vertical 
sur lequel V.omhre est portée . 

La constmction de la projection deVomlire du trièdre rondamcntal 
se réduit donc à ceci {f,g. 106 bis) : 

Le point s\ se confond avec z ; 

Ijepointy\està larencontrede yz' et delà droite faisant avec Oy 
un angle égal à l'angle que le plan vertical donné fait avec le mur ; 

Le point cc\ est à la rencontre de la parallèle à Os' menée par y\ 
et de la parallèle yz\ menèepar 0. 

130. Oinbi>e sur un plan vcrlical perpendiculaire 
aux plans verticaux passant par les rayons lumi- 
neux. — Ici l'angle a. de la figure précédente étant égal à 45", la 
figure 106 ôi's donne naissance à la figure 107oiile triangle Oix'iy'i 
est rectangle et isocèle. On a d'ailleurs 

Ainsi, dans ce cas, les longueurs verticales sont conservées en 
vraie grandeur, et les figures situées dans des plans horizontaux ont 
pour ombres des figures semblables, le rapport de similitude étant 
1 

-=■ et l'orientalion changée d'un angle de 45" dans le sens direct, 
V2 

\3\. Prenons dès lors un cylindre suraionté d'un cône (jîg. 108) 
et cherchons la projection verticale de cet ensemble sur le plan ver- 
tical qui vient d'être défini. 

Soit o\ la projection verticale de l'ombre de (oo'j . 

Nous n'avons qu'à mener le segment o'p\ équipollent à o'p' et jî',.^', 
équipoUent à p's pour avoir les projections verticales des ombres 
de {p-p') et de (s.s). 

Le cercle de base (ab.a'b'), situé dans un plan horizontal, donne 

le cercle a'ib\ dont le rayon est égal à -p- ■ Ce rayon oV'i s'obtient 



y Google 



OMBRES PORTEES SUR DBS PLANS 107 

en projelant sur la ligne o\a\, à 45", le segioeiit o'^a',^ égal au 
rayon o'a' et porté sur une horizontale. 

De même, le cercle de base du cône donne le cercle de centre p^' 



dont le rayon ^V'"'i ^st i 



V2 



Il n'y a qu'à mener au cercle a\b\ les taiigeiiLes verticales, et au 
cercle m\n'^ les tangentes issues de s\ pour avoir la projection ver- 
ticale cherchée. 



Iîî2. Prenons maintenant une sphère. On voit immédiatement 
que son ombre sur le plan vertical à 45° est une ellipse dont le demi- 

R 



jection du premier sur le mur est ■ 



jette en vraie grandeur. 

De là, la construction suivante ( 



R 





-■ Le second se pro- 

'2 



. 109) : ayant tracé du point o', 
(projection verticale de 
l'ombre du centre) comme 
centre un cercleégal au grand 
cercle de la sphère, je prends 
le rayon à 45° o\u, qui se 
projette en o',a'i sur le dia- 
mètre horizontal du cercle; la 




droite a\u coupe en v la tangente horizontale tv au cercle. Je ra- 
bats o'iV en o\c\ sur le diamètre vertical du cercle. 
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L'ellipse cherchée esl alors complètemenl déterminée par ses 
axes a\b\ et c\d\. 



133. Ombre sur un plan parallèle i\ la ligne do 
terre. — Ici, les traces du plan raené par o parallèlement au plan 
donné se confondant toutes deux avec OY, la construction donnée 
au n" 128 devient illusoire. 

Effectuons dès lors directement ia construction de la projection 
oblique du trièdre OXYZ sur le plan donné P, passant par OY et 
faisant l'angle Q avec le sol, dans le sens d'avant en arrière. 

D'abord OY coïncidant avec la ligne de terre qui est contenue dans 
le plan P, Y, coïncidera avec Y [fîg. 110). 

Cherchons maintenant sur le plan P les projections 5, et y, de 
l'ombre Z| do Z dont les projections sont s et s'. 




Pour cela, cherchons rintersection du plan projetant horizontale- 
ment OZ, avec le plan P. Le point appartient à cette intersection. 
Pour en avoir un second, coupons les deus plans par le plan de 
profil passant en Y. 

La trace horizontale ji du plan projetant coupe la trace du plan 
de profil de Y au point t. L'intersection de ces deux plans verticaux 
est la verticale projetée horizontalement en t. Faisons un rabatte- 
ment sur le mur. Le point t vient sur la lifi^ne de terre en t^, et la 
droite verticale d'intersection vient en (/V 

L'intersection du plan P et du plan de proill de Y se rabat sui- 
vant la droite Yu',, faisant avec Yi^ l'angle 0. 
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Ces deux droites rabattues se rencontrent en u\, dont la projec- 
tion verticale, après relèvement, est m'. 
Mais puisque. 



la figure (Sïu^u' est un parallélogramme, et l'angle m'OY est égal 
àO. 

Celte droite Ow' donne en s\ sur ^'Y la projection verticale de 
l'ombre de [z.z'") sur le plan P. On en déduit immédiatement la pro- 
jection horizontale z^ sur zt. 

On voit donc que la projection verticale de l'ombre d'une verti- 
cale sur le plan P fait avec la ligne de ten^e un angle égal à celui 
que le plan P fait avec le sol. 

Le plan projetant borizonlalement le rayon lumineux de {x.x'), 
plan dont la trace borizonlale est xY. coupera le plan P suivant une 
droite dont la projection verticale Ox\ sera parallèle h Oz\. 

Nous obtenons ainsi x\ sur x'f:' . Nous en déduisons x^ sur xY. 

Remarquons que 

Comme, d'autre pari, 



yOa;', = Ôxx^ =- 45", 
on voit que 



De même, pour l'angle OY^,. 

Nous pouvons dès lors obtenir séparément les projections OiK[Y,5, 
et Ox\Y^z\. 

Pour Oa^jYjSj {fig. 110 bis), tirer (X^Bj, incliné à 90° — '( sur OY, 
jusqu'à sa rencontre œ, avec xY^ ; puis mener 0^^ parallèle à xYy 
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et YjSj parallèle à Oa?,. Pour Ox\Y^2\ {fig. 110 ter)^ tirer Os"', 
incliné à 9° sur OY jusqu'à sa rencontre .z\ avec ^'Y^ ; puis, mc- 
uer Ox\ parallèle à s-'Y^ et Y^a;'.^ parallèle à Os\. 

Remarque. — Supposons une droite de l'espace rapportée au 
trièdre fondamental OXYZ. Si nous faisons varier l'angle 9, le 
plan P continuant à passer par OY, le point où l'ombre de la droite 
coupera OYj sera un point fixe, intersection de OY et du plan mené 
parla droite considérée parallèlement aux rayons lumineux. 



134. Gherchons par exemple la projection verticale de l'ombre 
sur le plan P (incliné à 8") du cylindre surmonté d'un cône déjà 
envisagé au n" 131. 

C'est ici à la figure 
llOi^er qu'il nous faut 
nous référer. 

Nous obtenons d'a- 
bord immédiatement 
on projection verticale 
les ombres o\,p\,s\ de 
(o.o) (1), (n.p'), {s.s) 
{fig. iil). 

Pour avoir la pro- 
jection de l'ombre du 
cercle de base, nous 
n'avons qu'à remar- 
quer que le diamètre 
[ab.a'b') donne une 
projection a\b\ en 
vraie grandeur et que 
ftoujours d'après la 
figure 110 ter) le dia- 
mètre [cd.c'd') donne 
une projection inclinée 
à 45" sur la première et telle que a\d\ et b\c\ font l'angle 9 avec 
a'ii'i, c'est-à-dire sont parallèles à o'jp', .'L'ellipse rt',6'|C',(i'| est ainsi 
complètement déterminée par ses diamètres conjugués a\b\ et c\d\. 




(') Ou 



r laligiire iii. 
LTiispoudaute, 
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De même, l'ellipse, projeclion de l'ombre du cercle de base du 
cône, se détermine par ses diamètres conjugués m\n\ et i\j\. 11 ne 
reste plus qu'à mener à la première ellipse les tangentes parallèles 
à o'jP'i et à la seconde les tangentes issues de s\. 

Si on voulait construire ces diverses tangentes avec plus de pré- 
cision, il suffirait de remarquer que les premières sont les projec- 
tions des ombres des génératrices d'ombre propre du cylindre, les 
secondes, les projections des ombres des génératrices d'ombre propre 
du cône. 

13î>. Ombre sui- un plan înoliné à -'iTi" à la fois sui" 
le sol et SUI* le niui*. — C'est le cas particulier du problème 
précédent pour 9 ^= 45°. Les figures 110 bis et 110 ter deviennent 
alors identiques entre elles (c'est-à-dire que les projections de 
l'ombre sur le mur et sur le sol sont identiques). Elles se réduisent 
à la figure unique ci-contre {/îry. 112). 





Puisqu'ÎL-i l'angle œjO:^, est droite [e( — (i 1 ti s 
situées dans les plans de profil ont pour projections, soit horisîon- 
tales, soit verticales de leurs ombres, des figures qui leur sont sem- 

i 
blables, le rapport de similitude étant -^. 
V2 
Reprenons par exemple la fenêtre cintrée de la figure '.)5 et cher- 
chons la projection verticale de son ombre sur un plan parallèle à 
la ligne de terre, incliné à Ao" d'avant en arrière sur le sol. 
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Nous représenterons cette fenêtre rabattue en a\c'h'Jt'^'^ sur le 
plan do front passant par son axe [fig. 113). 

Ayant construit la projection verticale o\ de l'ombre de [o.o'), on 
en déduit immédiatement v\ et <;\ sur la droite u\c\ inclinée à 45° 
sur la ligne de terre. 

On n'a plus qu'à décrire de o\ comme centre le demi-cerclo 
a\c\b\ de rayon o\a\ et à compléter le rectangle a\h\li\(j\. 

136. Pour construire les projections de l'ombre d'une sphère, 
il est inutile de recourir à la perspective axonométriquc. Il suffi! 
de faire la remarque suivante : 

Dans le cube qui nous a servi au n" 98 à définir la direction AB 
du rayon lumineux {pg. 114) menons le plan MNPQ parallèle à 





celui qui nous occupe. l,a projection ah du rayon AB sur ce plan 
est parallèle à la ligne de terre BG ; en outre, l'angle aOA que le 
rayon fait avec ce plan est le complément de celui que ce rayon 
fait avec AG, c'est-à-dire de l'angle a, les angles faits par la diago- 
nale AB avec les diverses faces du cube étant tous égaux entre eux. 
Si donc nous prenons l'intersection lîu cylindre d'ombre de la 
sphère avec le plan MNPQ, nous obtenons une ellipse ayant un axe 
parallèle à MP, égal au diamètre D de la sphère, et un axe parallèle 

D 
i 

COSa 



âMN,^ 



D 



Le premier axe a une projection horizontale ou verticale égale à 
, le second se projette parallèlemenl à la ligne de terre et en vraie 
grandeur. 



y Google 



OMBRKS POHTKES SUR DlilS SURFACES 113 

On a donc pour axes do la projection, soit horizontale, soit verticale, 



{jiy. 115). Il n'y a, dès lors, qu'à répéter la construction donnée par 
la figure 109, après rotation de 90° autour du centre. 

137. Ombres sm* les polyèdres. — Sachant construire 
les ombres portées sur les plans quelconques, nous pouvons en 
déduire les ombres sur les polyèdres. 

Supposons, par exemple, qu'un mur de profil arrêté au plan P 
[fig. 116) et rabattu sur le plan vertical en mn'pz porte ombre sur 
une série de gradins inclinés dont les arêtes sont parallèles à la ligne 

de terre et dont le profil est rabattu en afi^aj).-^ s, la droite a, s 

étant supposée dans te plan vertical de projection. 




Pour les ombres portées sur les parties verticales afi\, aj).-,.... 
prenons les directions OX,, OYi, OZ, correspondant aux trois direc- 
tions principales (n" 115, (Ig. 92 his), en adoptant le segment ws, 
pris sur le plan de profil rabattu, comme unité de longueur. 

De même, pour les ombres portées sur les parties 6ia„, b„a^^ b.^a^, 
inclinées à l'angle 9 sur l'horizon, prenons les directions 0X„, OY^, 
OZ. (n" 133, fig. 110 ter). 

Pour avoir, en projection, la direction de l'ombre de pz sur les 
parties inclinées, portons OUq =^ wp, et tirons UoU„ parallèle 
à XjYj.U^Z,, est la direction cherchée. Cette droite coupant OY en M, 
on aura en Z,M la direction de la projection de l'ombre de pz sur les 
parties verticales, en vertu de la remarque qui termine le n" 133. 
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L'ombre commence au point Ci tel que PC, =^ ma^. Sur la partie 
verticale «[61 la verticale mn doune c^df parallèle à OZj, c'esl-à-dife 
verticale, et sur la partie inclinée b^a^, l'ombre d^7^^ parallèle à OZ^, 
c'est-à-dire inclinée à 9" sur l'arête &,d,. Cette ombre d^n^ s'arrête, 
d'ailleurs, sur l'horizontale du point ng où la projection rabattue du 
rayon lumineux de n sur le plan de profil P coupe «i&=,. On voit 
aisément que cette projection mit, 6St à 45° sur mn. 

L'élément horizontal np donne l'ombre î^,p^ parallèle à OX5, c'est- 
à-dire à 45° sur pop,. 

Les ombres ^jC,, d„c^, d^c^, données par pz sur les parties incli- 
nées, sont parallèles à MZ^ ; de même, c^dn, c-.d^^ cjs, données par la 
morne droite p3 sur les parties verticales, sont parallèles à MZ,. 

§ i. — Ombrks poh'i'Ép.s sur des surfaces 

138. Méthode générale. — La méthode la plus générale 
pour obtenir les ombres portées sur une surface S est celle des pro- 
jections obliques, exposée au n° 93. La seule précaution à prendre 
dans l'application de cette méthode consiste à choisir avec discer- 
nement les sections de cette surface S dont on prendra les projec- 
tions obliques. Il va de soi que si cette surface est réglée on 
prendra ses génératrices. Si les plans parallèles à un des plans de 
projection la coupent suivant des cercles, on choisira ces cercles. 

A. — Cylindres 

n. — G l'îNLîR ALITÉS 

13î>. Cylindres parallèles aux trois dii-cclion»^ prin- 
cipales. — Nous ne considérons ici que des cylindres parallèles 
aux trois directions principales {') (verticale, perpendiculaire au 
mur, parallèle à la ligne de terre), et nous appellerons pour plus 
de simplicité les cylindres correspondants des cylindres verticaux, 
des cylindres de boue et des cylindres de front. 

Il convient de remarquer tout d'abord qu'on peut se borner à étu- 

(') S'il s'a gis siiit de Irouver les ombres sui' iiueyliiulie de ilirecLioH quelconque, la 
métiiode lesteraiL la m6nie ; ou projetteraJL le corps porUul ombi'e el les généra- 
trices du cylindre parall Élément aux rayons lumini!ux, sur un des plaus de pro- 
jection. 
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dier les ombres pour une seule de ces espèces de cylindres, les 
cylindres verticaux: par exemple. 

Pour ceux-ci, la disposition par rapport au rayon lumineux est 
celle indiquée par la ftgure 117. 

Pour les cylindres de bout, on a la ligure 118, mais il sufât de 
prendre la projection sur le mur comme projection horizontale et 
celle sur le sol comme projection verticale pour obtenir la disposition 




représentée par la figure 118 bis où R a donné R',, et R', R,. On 
voit que cette disposition ne diffère de celle de la figure 117 que par 
ie changement du côté d'où vient la lumière. 



A- 



Pour les cylindres de front, on a la figure 119 sur laquelle on a 
représenté la section droite rabattue sur le mur avec la projection R" 
du rayon lumineux sur le plan de cette section('). Si donc on prend 



{') Si, (iii eliet.'Oii 
iumiiieux sur le pl« 
plan lie profil sur k 



se repoi'le à la flgui'i; ili, on 
1 (le prom îi'SbQ est DB, fini, a 
miu; aovi.mL Tiavallfele à NC. 
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ce plan de section droite pouf plan horizontal en conservant le même 
plan vertical, on obtient la figure 119 bis qui reproduit encore la 
disposition de la figure 117 après changement du côlé d'où vient la 
lumière. 

Nouspouvons donc nous borner â étudier les ombres portées sur 
des cylindres verticav^c. 

l'SO. Ombre portée par un poîiil oupai* uncligne iî^ur 
un cylindre verlîeal. — Soit à prendre l'ombre du point [m.m] 
sur le cylindre {ab.a'b') [fig. 120). Remar 
quons d'abord que, pour que ce point porte 
une ombre qui soil vue en projection ver- 
ticale, il faut que sa projection horizontale 
m soit comprise entre les projections de 
rayons lumineux passant l'une en 6, l'autre 
tangente à la base, qu'elle touche au point c. 
Le plan projetant horizontalement le rayon 
lumineux du point [m.m] coupe le cylindre 
suivant la génératrice du point m^, dont la 
projection verticale rencontre en m', la pro- 
jection verticale de ce rayon. 
Si le point [m.m') décrit une courbe (y- '{) , on obtient pour chaque 
position de ce point une ombre 'm\ en projection verticale. Le lieu 
de ces points est la projection verticale -f'j de l'ombre portée sur le 
cylindre par la courbe {".'(") que décrit le point (îîî.hî'). 

141. Conslruclion de la tan(|CBite. — Proposons-nous d'ob- 
tenir la tangente en m', à la courbe y'^, connaissant les tangentes int 
et m't', en m et en m', aux courbes -j- et y'. Il nous suffit pour 
cela de prendre le point [t.t') où la tangente [mt.m't') coupe le plan 
tangent au cylindre en [in.m') (c'est-à-dire le plan vertical dont la 
trace horizontale m/ est tangente en m^ à la base du cylindre) et de 
tirermjfj (n"91, remarque). 

La tangente cherchée est donc m\t'. 

l-^â. Ombres poi-lécs par des droites parallèles aux 
directions principales. — Soient, parle point (o.o'j qui donne, 
en projection verticale, l'ombre o\, trois droites {ox.o'x"), (oy.o'y'), 
[o^.o's') parallèles aux directions principales {fîg. ISl). 
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On voit que l'ombre o^'z\ de la dernière est éqiiîpollGnte à oV, que 
celle Oi'x\ de la première est une droite à 45" sur la ligne de terre, 
mais sur laquelle les rapports segmentaires ne se conservent pas. 

Clierchons maintenant l'ombre o\y'^. 

Le point {m.rn) de (oy.o'y) donne le point m',, et comme les 
triangles mm^-j. et m'Tn\<^' sont à la fois rectangles el isocèles, on a 



On conclut de là que l'ombre o\y'..^ cherchée n'est autre que la courbe 
symétrique de hoy1n^ca par rap- 
port à «6, déplacée verticalement 
de manière à passer par o\. En 
d'autres termes, la courbe o\m\y\ 
n'est autre que le rabattement de 
la section droite du cylindre sur 
le plan du mur, fait en amenant en 
haut la partie anièfieure de cette 
courbe. 

Remarquons qu'au point de 
perte y\ de cette ombre portée 
dans la génératrice d'ombre propre 
ce' du cylindre, la tangente, étant 
symétrique de la tangente en c à la 
base par rapport à la direction de 
la ligne déterre, est, comme cette 
tangente yc, inclinée à 45° sur cette 
direction, ce qui est bien conforme au théorème général du n° 96. 




143. Déci'oclienieiit et ressaut des ombres. — Si nous 
considérons un cylindre tel que celui qui est représenté sur la 
figure 122, nous voyons que les parties de ce cylindre comprises 
entre les génératrices a et c, ou d et /", sont dans l'ombre, parce que 
de a en &, ou de d en e, la partie correspondante du cylindre est dans 
l'ombre propre, de h en c, ou de e en /", elle est dans l'ombre portée 
par la partie voisine du même cylindre, et qu'on appelle de l'ombre 
auto-portèe. 

Dès lors, si nous prenons l'ombre d'une droite {oy.oy) sur ce 
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cylindre, nous voyons que cette ombre o\a'c' ne sera vue que 

de o\ en a', de c' en d' et de f eag'. On est dans l'habitude de dire 
que l'ombre ressaute de a! en c , el de d en /'. 

Les points c et f sont dits des 'points de brisure. 

Aux points de perte, a', c?',!?', la tangente, ainsi que le veut lo 
théorème du n" 96, est inclinée à 45° sur la ligne de terre. Gela résulte 
immédiatement de l'examen de la figure, la courbe o\a'c... étant 
symétrique de o^ac... par rapporta une parallèle à la ligne déterre. 

Si on suppose que la droite [oy. o'y) est le bord antérieur d'un 
plan opaque posé sur le cylindre, on a l'ombre indiquée par les 
hachures de la figure 122. 





^ l'\ T 




" 


' 1' 1 






. i VA 








Les architectes appellent dans ce 
décrochement de l'ombre. 



cas la courbe o\ac 



14--5. Ombi'e poi-téc par une surîaee. — Nous allons 
appliquer la méthode des projections obliques (n° 93), en prenant 
pour plan de projection le plan du mur. 

Commençons donc par construire l'ombre S, portée sur le mur par 
le corps S donné [fig. 123). Gela fait, projetons une génératrice quel- 
conque, celle du point m par exemple ; nous obtenons ainsi la droite 
m^m\m'\ qui coupe S, en m\ et m'\. Ces points, par le retour 
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inverse du rayon, donnent les points m et m" de la courbe chercliée 
sur la génératrice du point m. 

La génératrice p d'ombre propre du cylindre donne par projection 
les points j)', etp"j sur S,, d'où se déduisent les points de perte jj' 
et p" où, d'après le théorème du n" 96, la courbe cherchée est 
tangente respectivement à^^'^'^ etp"p'\- 

La verticale fx,[j.'j tangente à S, donne le point limite '/ de la 
courbe d'ombre portée, c'est-à-dire le point de cette ombre où la 
tangente est verticale. 

Remarque. — Si la courbe S^ coupait la génératrice bh\ la courbe 
d'ombre portée couperail évidemment celte génératrice aux mêmes 
points. On pourrait être tenté de croire, en vertu du théorème du 
n" 95, que cette courbe d'ombre portée serait tangente en ces points, 
à hh' , mais il faut remarquer que le théorème en question ne s'appli- 
querait que si le plan tangent au cylindre le long de bb' était per- 
pendiculaire au plan vertical, ce qui n'est pas le cas notamment sur 
la figure 123. 



1*^0. CousU-uclion de la tangente. — Si l'on veut la 
tangente en un point quelconque in de la courbe d'ombre, il n'y s 
qu'à prendre le point {mQ.7n^) corres- 
pondant de la courbe d'ombre propre 
du corps S. Si {m^t.m'^t') est la tan- 
gente à cette courbe en ce point, on en 
déduit la tangente en m' par la cons- 
truction donnée au n" 141. Mais on 
peut varier cette construction. En effet, 
le plan tangent au cylindre d'ombre de 
la surface S en (ijiQ.m',,) étant également 
tangent à cette surface contient non 
seulement la tangente à la courbe 
d'ombre propre mais encore celle de 
toute autre courbe tracée sur la sur- 
face en ce point, en particulier celle 
[m^.m'^") delà section horizontale (/îp. 124). 

Répétons la construction du n" 141 avec celte iangente. La tan- 
gente en m à la base du cylindre coupe en 9 la tangente m„S, Prenons 
sur l'horizontale de m la projection verticale 0' de ce point ; in'O' est 
la tangente cherchée. 
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Si m^ji est parallèle à mJi, le point est rejeté à l'infini; il en est 
donc de même de 6' sur mji', et la tangente en m est horizontale. 
Comme la projection m^S est parallèle à la tangente menée dans 
l'espace à la section horizontale en (mQ.m'^), on voit qu'on a les 
points m où la tangente est horizontale en pr-enant &v/f la courbe 
d'ombre propre de S les points (m^y.m'g) où la tangente à la section 
horizontale de la surface est parallèle au plan tangent correspon- 
dant du cylindre sur lequel Vomhre est portée. 



b . — CïLINDllES DE RÉVOLUTIO.V 



l'îG. Ombres des droites parallèles aux directions 
|trinci|>ales. - — Nous pouvons, d'après ce qui a été dit au n" 129, 
nous borner à considérer les cylindres de 
révolution en relief verticaux (co/oîînes). 
Nous ne reprendrons pas, à propos de 
ce cas particulier, toutes les solutions qui 
viennent d'être exposées dans le cas gé- 
néral. Nous nous contenterons d'en faire 
l'application à quelques exemples emprun- 
tés à la pratique courante et donnant lieu 
à des remarques spéciales. 

Considérons en premier lion trois 
droites OX, OY, OZ, parallèles aux trois 
directions principales (') [fig. 125). 

OZ donne l'ombre verticale o\z\ ; OX 

l'ombre, rectiligne à 45", o'.yx\ ; et OY, 

l'arc o\y\ de la section droite relevée sur 

'''"' '"■'■ le mur. Ayant construit l'ombre o\ du 

point [o.o) on a le centre du cercle o\y\ en prenant sur l'axe, en 

dessous de o, . le point <o tel que la distance o'to soit égale au rayon 

du cylindre. 









\^ 
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{') Ou ïoiLfiue l'ooiivl.i! 
points porlanl ombre sv 
iwiiils sont Jislribuées 
n,.„>deR(,+i). 



leiil, àcA pliins verticaux 
7 le cylindre est égal à 
m projection verlifalo 



eutro lostfuols sont eompiis los 
R U + -7=y Lesomln-es de ces 
sur «UG ])nudc large égali!- 
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147. Ombi'e d'«i» cercle horizontal iijanl son cenli-c 
sur l'axe du cylindre. — Soit le cercle (dcVi'j porlanl ombre 
sur le cylindre {ab.a'b') {fig. 126). 

Prenons, conformément à ce qui a été dit au n" 140, l'ombre d'un 
point quelconque (m. m') du cercle : nous obfcnons m\. 



e* a ' t' t' t' 




D'après le n" 141, la tangente m\t' en ce point s'obtient en pro- 
jetant en t' sur c'd' le point de rencontre t des tangentes en m et 
en m, aux cercles ah et cd. 

Remarquons, en outre, que l'on a pour la distance m'^a' du 
point m'i à c'd' 



On conclut de là qu'à deux points m^ symétriques par rapport à 
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la bissectrice ol de l'angle bos^ correspondent doux points m\ sur 
une même horizontale. 

En particulier, les points b et s^ étant symétriques par rapport 
à ol^, les points q\ sur le contour apparent (où la courbe d'ombre 
portée est tangente à bb') et s\ sur l'axe sont sur une même hori- 
zontale. 

On déduit encore de là que le point l\ correspondant à ?, est le 
point le plus haut de la courbe d'ombre portée. Gela résulte aussi, 
d'ailleurs, de la construction donnée ci-dessus pour la tangente. 

Quant au point de perte p'j, il est donné par la tangente jjp, au 
cercle ab, parallèle à o/,. On sait, en outre, que la courbe d'ombre 
portée est tangente en ce point à p'p\- 

Remarquons que l'on a 



o'p\ = v'u'n'"' + p-| 7.'- 
op ol^ 

ce qui permet d'obtenir le point jj'j par l'intersection de la 
génératrice d'ombre propre p',-^' et du cercle de centre o' et \de 
rayon o'r. 

On voit donc qu'on a immédiatement les points q\l\, s', etp', de 
la courbe cherchée ainsi que les tangentes en trois d'entre eus ; cher- 
chons la tangente au quatrième -v'j. 

La construction générale du n" 141 nous montre que, si nous pro- 
jetons en 0' sur c'd' le point de rencontre 6 des tangentes en s et en i-^ 
aux cercles cd et ab, la tangente en s\ est s\^'. Nous allons simpli- 
fier le tracé de cette tangente. Pour cela, remarquons que, les 
points s et ç étant symétriques par rapport à ol, on a 
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D'autre part 






Il en résullo que les triangles rectangles 5^7 et qor sont égaux et, 
par conséquent, que 



Mais on a aussi 



s^9 = s,a+ cft = 6r + 



o7/ = ûV/ +g'f/ = «. + </'/. 



Il vient finalement 

D'où celte construction pour le point H' : 'prolonger b''( il'ime lon- 
gueur égale q'H'. 



\ / 
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Résumé. — Dégageant la figure de toutes les lignes qui ne 
servent qu'à la démonstration et nous bornant à la construction des 
quatre points q\^ î\, s\, p',, qui suffisent, avec leurs tangentes, pour 
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le tracé de la coufbe, nous obtenons la construction suivanle 
{fig. 186 bis), le plan du cercle icd.c'd!) étant pris pour plan hori- 
zontal . 

1" Tirant la droite i'g à 45" sur b'd' , on projette le point q en q ^ 
sur 66' et en s\ sur l'axe. 

La tangente en rj\ est 66' ; celle en s\, la droite s'a' telle 
que 6'e' ^=2h'q^. 

2° Tirant la droite o'il^ à 45° sur o'6', on projette ^ et ^|Cn 1! et X' 
sur c'd' et on prend le symétrique «' de V par rapport à o', ce qui 
donne la génératrice d'ombre propre t^'. On décrit ensuite le cercle 
de centre o et de rayon o'I'. Il coupe ««' en j)\ et l'axe en r'. La 
droite Tr' coupe l^i^ ea l\. 

La tangente en /', est horizontale, celle en j:*'^ parallèle à l'r'. 

l'i». Ombi'c d'une surface de révolulion ayant même 
axe que le eylindre. — Sur la figure 127, nous avons repré- 
senté, pour la plus grande facilité du dessin, une sphère ayant son 
centre sur l'axe du cylindre, mais rien, dans ce que nous allons dire, 
n'étant spécial à la sphère, nous donnerons les explications comme 
s'il s'agissait d'une surface de révolution quelconque d'axe oo'. 

Nous allons appliquer la méthode indiquée au n" 144. Construi- 
sons donc d'abord l'ombre portée S', par la surface sur le mur ('). 
Pour un point quelconque rn de la courbe cherchée, nous n'avons 
rien à ajouter à ce qui a été dit au n" 144, non plus que pour la 
tangente en ce point, qu'on obtiendra conformément à ce qui a été 
dit au \\° 145, en se servant de la tangente au parallèle horizontal de 
la surface passant au point correspondant de la courbe d'ombre 
propre. 

Bornons-nous donc à dire quelques mots des points remarquables 
de la courbe cherchée, qui s'obtiennent immédiatement et dont la 
connaissance suffit pour le tracé de cette courbe: 

t" Le point g' oii la courbe S'i rencontre la génératrice 66' de 
contour apparent appartient à la courbe cherchée, qui est angente 
en ce point à hb' ; 

2" On voit immédiatement, en remarquant que le cylindre verti- 
cal et le cylindre d'ombre ont pour plan de symétrie commun celui 

(') Dans le cas de la sphère, cette courbe psL l'eliipse dont la construction est indi- 
quée au 11" 121, Daos le cas d'une surface de révolution, c'est la coiorhe ' dont lii 
«onstructioii est iïidifiuéeaiL n° \i1. 
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qui est mené par l'axe parallèlement à la direcLîou des rayons lumi- 
neux, c'est-à-dire le plan vertical de trace oh, que les points de 
l'ombre portée, situés sur deux génératrices symétriques par rapport 




à ce plan, sontà la même hauteur au-dessus du sol. Il en résulte que 
ie point n où l'horizontale de g' rencontre oo' appartient aussi à la 
courbe d'ombre portée. 

A titre de vérification, projetonsobliqueinent, pour avoir ce point, 
la génératrice du point n. Cette projection oblique est la généra- 
trice aa. Or, d'après l'observation faite au n" 122 (deuxième re- 
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marque) le }>oi]U n\ où S'| coupe aa' s'obtient en portant 



Le rayon passant en ;*', donne donc bien le point n prérédemmcnl 
obtenu ; 

3° Puisque deux génératrices symétriques par rapport au plan ver- 
tical passant par oh donnent des points à la même hauteur, le point 
le plus haut h' sera sur la génératrice projetée en h. 

Remarquons que ce point h' est l'ombre portée par le point le plus 
bas l' de la courbe d'ombre propre de la surface, c'est-à-dire par le 
point de cette courbe situé sur le parallèle limite q'r' le long duquel 
les plans tangents font l'angle -f avec l'horizon ; 

i" La génératrice d'ombre propre pp' du cylindre donne, par le 
point de rencontre^', de sa projection oblique avec S', et le retour 
inverse du rayon p'ip' le poinl de perle p, où la courbe d'ombre 
propre est tangente à pp\ . 

On peut remarquer que le triangle rectangle isocèle opp^ donne 

140. Reuiarques spéciales relatives an eus de la sphère. 

— Tout ce qui vient d'être dit subsisterait intégraleiuent si, sur la figure 127, 
on avait substitué à la sphère qui a été dessinée une surface de révolution 
quelconque d'axe oo'. 

Voici maintenant quelques remarques spéciales pour le cas de la sphère. 

La courbe S', est alors l'ellipse définie au n" 121, dont les demi-axes sont 

.... . .^ 1^ 



Pour trouver les points g\ h',p\ nous avons à prendre l'intersection de 
cette ellipse avec des droites verticales. Pour déterminer ces points d'intersec- 
tion, nous pouvons considérer le cercle ï'o' comme une projection de l'ellipse 
afi'. Cherchons dès lors la direction des droites du plan du cercle correspon- 
dant aux droites du plan de l'ellipse parallèles h oo'. 

l^ar exemple, à la droiie v'S' parallèle à oo' correspondra la droite y'v 
telle que : 
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Gela montre que !e point v est le pied de la perpendiculaire abaissée 
sur o'S' du point de contact t( de la tangente menée de p' au cercle. Or, 
d'après ce qui a été dît au n" 12i, ce point u est tel que : 



Appliquons celte remarque. Par restréraité s {/îg. 128) du rayon horizon- 
Lai, menons la parallèle st à o'f' jusqu'en sa rencontre t avec la tangente 




en y'; lirons oi qui coupe le cercle et 
droite y'» donne la direction cherchée. 

Cela fait, reprenons la construction dans ce c 
et p' : 

i° Par le point ^" où la géiiératrice bb' coupi 
a y'w, et par^/'" une perpendiculaire à o'k, qui i 
la courbe d'ombre portée est tangente à bb'; 



■t projetons u en v sur r/S'. 
pécial des points ff\ 



a menons ff"t/"' parallèle 
me sur bb' le point g' ot\ 
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2° Abaissons de g' la perpendiculaire i/V sur oo' ; nous avon; 
point n'\ 
3" Ayant construit la parallèle h'h\ à oo' telle que 



menons par o' k-^'v une parallèle qui coupe le cercle en h'". La perpen- 
diculaire h oV menée par h"' coupe h'h\ en h' où la courbe d'ombre portée 
a uns tangente horizontale. 
4" Ayant pris 

ce i|ui donne un poinl de la génératrice d'ombre propre du cylindre, et 

ce c|ui donne un point de la projection oblique sur le mur de cette génératrice, 
on mène, par le pointu' où cette projection oblique rencontre o'i', une paral- 
lèle TiV" à f'w, qui coupe le cercle en tu'". La perpendiculaire à o'n! menée 
par -k" coupe la génératrice d'ombre propre au point p' où la courbe d'ombre 
portée est tangente à ■n!"p'. 

C. — CïI.IKDHES DE RÉVOLUTION F,N CllEUX 

lôO. Onihi'O (les di-oiles pai'allèle»^ aux (Ui'cctioiis 

principales {'). — La seule différence existant eatre ce cas et 
celui qui a été examiné au n" 146 consiste en ce que la projection 
verticale o\'i/\ [fig. 129) de l'ombre d'une droite [oy.o'y) parallèle 
à la ligne de terre est un arc d'un demi-cercle égal à la section du 
cylindre, mais rabattu cette fois vers le bas. 

1^1. Oiiiln-<Mhieei'cle coniplétanlla base supérieure 
du cylindre. -— Ce cercle appartenant au cylindre sur lequel les 
ombres sont portées, le cylindre formé par les rayons lumineux qui 
rencontrent ce cercle coupera, d'après un théorème bien connu, le 
premier cylindre suivant une ellipse. La projection de la courbe 
d'ombre portée sera donc elle-même une ellipse. 

('] Ici, récarlemeut des plans verticaux enti'e lesquels sont compris li's points por- 
tant ombre sur le cylindrecst égalants, et les omhros de ces points sont distribuées 
en projection verlicale sur une bande de largem* It. 
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U est très facile de déterminer celte ellipse, dont le centre est d'ail- 
leurs, bien évidemment, le point o' milieu de a'b' [fîg. 130). 

Le point (n.n), où le plan vertical contenant le rayon lumineux est 
tangent au cylindre, donne n. 

Le point (6.6') donne b\ sur l'axe, tel que 



Ob', 



■ dh'. 



Le point (5'. 5-'), dans le plan vertical incliné à 45" sur oh, donne ç'[, 
où la tangente est horizontale. 
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Enfin, le point (rf.i/'), dans le plan de profil de l'axe, donne (/', sur la 
génératrice de contour apparent, où l'ellipse est tangente à cette 
génératrice. 

Puisque la tangente en^'', est parallèle à o'y', o'g'j et o'g' constituent 
un système de demi-diamètres conjugués, et la tangente i(t' en q est 
parallèle à o'q^. 

Remarquons que 
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Donc la droite oV/'j a un coefficient angulaire, compté au-dessous 
de o'a', égal à 2. 

De même, la tangente en (i', étant parallèle à o'b\, ob\ et o'(i', cons- 
tituent un autre système de diamètres conjugués, et la tangente 
en b\ est parallèle à.o'd\, c'est-à-dire confondue avec b'b\. 

152. Ombre d'une dcnii-ai*cl»e circulaire. — Par 

application de la remarque faite au n° 139 et se rapportant à la 
figure 119, nouspoQvons déduire immédiatement de là l'ombre auto- 
portée d'une demi-arclic circulaire dont le profil est rabattu en ah 
ifig. 131). 




Le rayon à -15" on donne le point n. Portons sur l'axe la lon- 
gueur o't' =^ âoV et élevons en t' à o'i' la perpendiculaire t'q 
égale à o'n. 

La courbe d'ombre est un arc de l'ellipse dont o'q et on sont des 
diamètres conjugués, cet arc commençant au point n, où il est tan- 
gent à n't', et finissant au point b', tel que a'b' = o'a', où il est 
tangent à n'h'. 

lo3. Ombre d'un cercle de i'ronl obtenu en faisant 
tourner une section du cylindre complet autour de 
son diamètre horizontal. — L'ombre du àismèlre a' b\{fig. 132) 
est le quart de cercle a'i'i(n° 150). Prenons sur ce cercle l'ombre m',, 
du point m du diamètre a'b', obtenue en menant le rayon m'm'^ 
à 45". Les ordonnées m'p' et m'q' portent ombre en vraie grandeur 
en m\p\ et m'^q\. Nous obtiendrons ainsi autant de poinls que nous 
voudrons de la courbe d'ombre cbercbée. 

Remarquons tout de suite que cette ombre est tangente en b'^ à oo' 
et en a' à aa'. Elle touche, en outre, les tangentes lumineuses c'c'^ 
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et d'd'^ au cercle (n" 95) aux points c\ et d\ déduits de c et d' 
comme j3\ l'a été de p'. 





Cherchons la tangente au point p',. Pour cela, prenons l'inter- 
section du plan tangent au cylindre vertical le long de la généra- 
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trico jJ,p'|, plan dont la trace est p^t avec le plan tangent au 
cylindre d'ombre le long de {l^p^-p'p' x), détermine par celte droite 
et la tangente (pw.pV) au cercle. 

Goupoijs ces deux plans par le plan vertical de trace or, mené 
par l'axe et la direction des rayons lumineux. 

Le premier donne comme intersection la verticale t ; le second, la 
droite ut' parallèle aux rayons lumineux. Ces droites d'intersection 
se coupent en t' . La tangente cherchée est jjV'. 

Puisque g^'i est symétrique de j/, par rapport à m\, la tangente 
en (i\ passe par le point de rencontre s\ de la tangente jj\t' et de la 
tangente menée en m\ au cercle. 

Pour avoir le point -\ où la conrbe cherchée coupe a'h\ remar- 
quons que, puisque 



la droite it'a'j est alors un diamètre. Mais tiV, étant à 45" sur o'h' , 
on a 



Donc, le coefficient angulaire do o'[j.\ par rapport à o'a est égal à t, 
et, par suite, o'jx'j passe par le milieu i! du rayon b\b\. 

154. Ombre d'une sphère inscrite dans le cylindre. — Il 

serait facile de trouver l'ombre sur le cylindre ri'uno sarface de rÉvolutioa 
quelconque en appliquant, comme au n" li8, la méthode indiquée au n° HA. 
Il est donc inutile d'insister sur ce point. 

Mais ici se présente un cas particulier intéressant, celui de la sphère inscrite 
dans le cylindre. Nous allons nous y arrêter. 

Dans ce cas, le cylindre sur lequel lee ombres sont portées et le cylindre 
d'ombre, étant circonscrits h une même sphère, se coupent, d'après un théo- 
rème connu, suivant deux ellipses. 

La projection de la courbe d'ombre est donc une ellipse. 

Pour construire cette ellipse, donnons à la figure une rotation de 43° dans 
le sens de la flèche autour de la verticale oo' [fig. 133). 

Le cylindre d'ombre est alors parallèle au mur, ses génératrices étant incli- 
nées à l'angle !p surl'tiorizon. Pour avoir la direction de ces génératrices, il suffit 
démener par l'extrémité u du rayon o'u' à -i5° sur o'a' l'horizontale u'v' 
qui coupe an' en v' . La droite oV donne la direction cherchée. 
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Menons donc au cerclR o' la tangente -/î'^ parallèle à o'v'. Nous avons on o7'^ 
la projection verticale de l'ombre cherchée, après rotation. Il suflit donc de 
remettre ses points en place par une rotation inverse de la précédente. 




Le point (Ig-l'g) donne ainsi [1.1') oii la tangente est horizontale. 

Les deux points projetés verticalement en o donnent [m.m') et [n.n'). 

Les points {pa-p',)) et (îo-ç'o) donnent [p.p') et {q-q')- 

Au point q' l'ellipse d'ombre est tangente au contour apparent. 

Par le même raisonnement qu'au n" 13i, on voit que o'n' et o'I d'une 
part, o'p' et o'q' de l'autre, constituent deux systèmeede diamètres conjugués 
derdlipse cherchée. 

Donc la tangente n't' en n' est parallèle à dl', et la tangente en p parallèle 
ko'q'. 

A titre de vérification on doit trouver que Tellipse tracée et le cercle o' ont 
même tangente parallèle à ou'. 
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Remarque, — Il est facile de calculer les longueurs m'I' et a'q'. En elïet. 
l'angle «' ?„(' élant-égal à œ, on a 



Donc, en appelant R le rayon de la sphère, qui est aussi celui du cylindre 
ml' = a'I'a — R cotg ^45" — |V 

a'q' =-- m'q'a =" 1^{ ^'"^S ^3" — ^)- 
Pour trouver la valeur de cotg U3" — |V remarquons que 
1 + Ig I 



cotg (45° ~A = =' 



ou en multipliant haut et bas sous le radical par 1 — ' V ô' 



V'î 



' = \/5 - v'2' 






MnltipliaQl haut el bas par 1 -j- y/3 — y'ii. on 



„lg(i5--|)^3 + vS-v'L:W!i. 
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et, multipliant encore haut et bas par V'C + - 

cols (»--|) = * + i? = 1,9313,.. 
Ainsi a'I ^ est un peu infé7-ieur au double du rayon. 



si nous proloi 


ig, 


îon» o'n 


!' jusqu'en iu 


-, non! avoni 


•^W°° 


B 


+ UW 






.,V = Rv'3 


^ 


R 







longueur du grand axe de l'ellipse d'ombre portée de la sphère sur le mur). 
Par suite, si la tangente horizontale c'd' au ceri;le coupe dv' en (/', on a 



a. —Généralités 

155. Ombre portée par un point ou pai' une ligne sur 
un cône. — L'ombre du point (m.m^) sur le cône sab {/îg. 13-4), c'est le 
premier point de rencontre de ce cône et du rayon lumineux passant par 
[m.rrt). La délerminalion de ce point est un problème connu de Géométrie 
descriptive. Rappelons-en la solution en quelques mots. 

Le plan passant parle sommet du cône et le rayon lumineux dn point {m.m') 
a pour trace horizontale la droite joignant la trace horizontale h de ce rayon 
lumineux à la trace horizontale A de la droite (sm.s'm). Par suite, (tétant le point 
oii M rencontre la base du cône, s\i. est laprojection de la génératrice du cône 
contenue dans le plan qui vient d'être mené, et le point m,, oùsjj. rencontre mA, 
est la projection horizontale de l'ombre cberchée, dont une ligne de rappel 
donne en m', la projection verticale. A titre de vérification, on doit trouver 
que le point m\ est sur la projection verticale s'|i' de la génératrice d'inter- 
section. 

S'il s'agit de construire l'ombre d'une ligne, on n'a qu'à construire par ce 
procédé les ombres d'un certain nombre de ses pointe. 

Pour déduire des projections {mt.m't') de la tangente en {m.m') à la courbe, 
qui porte ombre, celles de la tangente en (m|.m'i) à la courbe d'ombre portée 
on n'a qu'à prendre, comme dans le cas du cylindre, le point de rencontre [t.t') 
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<ie la tangente donnée avec le plan langeai au cône le long de la généra- 

Le plan projetant horizontalement la tangente a pour Iracemi, qui coupe 
en î( la tangente en ia à la base du cône, et en v la projection horizontale S|j, 
(le la génératrice. Prenons les projections verticales u' et v de ces points. La 




droite u'v donne sur m't' le point l' cherché, dont la projection horizontale esl 
en (, Les projections de la tangente cherchée sont m,; et m\l'. 

Remarque. — On peut encore obtenir l'ombre portée par une ligne sur un 
cône en employant la méthode des projections obliques, exposée dans 
le numéro suivant pour le cas des surfaces. 



156. Oiulire portée par une surface sur un cône. — Nous 
allons employer la méthode des projections obliques en prenant comme plan 
de projection le mur supposé mené par la verticale du sommet du cône 
{/ï^.'13Sj et comme sections du cône ses génératrices. 

Donnons-nous donc la projection oblique C, du corps portant ombre, c'est- 
à-dire son ombre portée sur le mur, supposée obtenue comme il a été dit pré- 
cédemment (§ 3, A). 

L'ombre portée sur le mur par le pied [m. m'} d'une génératrice quelconque 
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est le point m', obtenu en élevant en m à mm' la perpendiculaire mm\ égale 
à mm' (n" US). 

L'ombre s'm', de cette génératrice coupe la courbe C, aux points ii.\ et y.\ 
qui, par le retour inverse du rayon, donnent sur s'm' en projection verticale 
les points ji' et y." où la courbe d'ombre portée rencontre cette génératrice. 




Les projections horizontales correspondantes s'obtiendraient immédiate- 
ment sur sm. Mais, pour plus de clarté dans la figure, nous nous bornons ici à 
construire la projection verticale. 

En faisant varier la génératrice {sm.s'm') nous obtenons, par ce 'procédé, 
autant de points que nous voulons, par exemple les points v et v" dans le 
plan de profil du sommet, les points de perte tz et tu' sur la génératrice 
d'ombre propre du cûne, génératrice obtenue par la construction du n" 107 ('), 

En ces points de perte it' et 7t' les tangentes à la courbe cherchée sont tt'tu', 
et ttV, (n" 96). 

Cherchons le point limite V delà courbe d'ombre portée, c'est-à-dire le point 
de contact de cette courbe et de ta tangente qui lui est menée du point s'. La 
projection oblique correspondante s'l\ est tangente à G', , Il est donc facile de 
la mener, ce qui détermine le point X, . Le point V sera sur le rayon lumineux 
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du point À',. Pour achever de le déterminer, il faut connaître le pied (IJ) de 
la génératrice correspondante. 

Considérons les pointa s', f^ ^t ^\ ^'i plan du mur;les rayons lumineux pas- 
sant par ces points coupent le sol aux points l (cherché), l\ et s„, trace sur le 
KoLdu rayon lumineux de s\ qiii nous a servi à construire la génératrice 
d'ombre propre du cône. Il en résulte que les points s,,, f^ et l sont en ligne 
droite. Il suffît donc de tirer la droite s,/f, pour obtenir le point l qui, pro- 
jeté en î, donne la génératrice s? sur laquelle est V. 

h. — Cônes de iii'ivoLUïiON 

157. Nous pourrions, comme nous l'avons fait dans le cas du cylindre, 
traiter des exemples variés de l'application de ces principes généraux au cas 
des cônes de révolution, mais, outre qu'aucune difficulté nouvelle ne vient 
s'ajouter à ce qui a été vu pour les cylindres, il y a lieu d'observer que les 
ombres portées sur des cônes se présentent, dans la pratique, bien plus rare- 
ment que celles portées sur des cylindres. Nous ne croyons donc pas nécessaire 
d'insister sur ce point. 

Nous dirons néanmoins quelques mots des ombres portées sur un cône de 
révolution à axe vertical par des droites parallèles aux directions principales. 

158. Ombre portée par une perpendiculaire au mur ou 
une parallèle à la ligne de terre. — L'ombre portée par une per- 




■ndiculaire au mur a pour projection verticale une droite à ^3% c'rf, qui ; 
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perd enp', dans la génératrice d'ombre 
zontale, on a une ellipse doni, un 
jeclions c el d de c' et d [fig. 
136). Le centre o est la projec- 
tion du milieu o' de c'rf'. Pour 
avoir l'axe o/" perpendiculaire 
cà, il n'y a qu'à prendre la gé- 
néralrice {sk.s'u), dont la pro- 
jection verticale su passe par 
o', puisque l'axe perpendicu- 
laire &i {cd.c'd') se projette ver- 
ticalement tout, entier en o. 
La droite su coupe oo au point 
/ cherché. 

On a, sur la projection hori- 
zonlale st de la génératrici' 
d'ombre, le point de perle p 
par la ligne de rappel de p. 
En p la tangente est à 45" sur a 



■opre du cône. En projection hori- 
îe a pour extrémités les pro- 




fil l'angle a'i som-net da cône est de 90", c'eît-à-dire si ses gé- 
nératrices sontinclinées à -ia° sur l'hûriïOTi, Ib plan mené par l.i droite (A. A') 
etla direction des rayons lumineux, coupe le cône suivant une parabole 
{Aff- 137) 

Le point c est le sommet de cette parabole qui a son axe dirigé suivant ab et 
coupe le plan de la base au point {h. h'). Le point c étant le milieu de bh', on 
voit, d'après une propriété bien connue de la parabole, que bh est tangente à 
cette courbe au point ft. 

Si on veut appliquer la construction de la parabole donnée au n" 39, il n'y 
a qu'à prendre la seconde extrémité A, de !a corde hh\ avec la tangente bk^ 
en ce point. 

Pour avoir l'ombre portée par une parallèle à la ligne de Icrre, il n'y a qu'à 
faire tourner la figure précédente d'un angle droit dans te sens direcl. 

159. Ombre portée par mie vertîeiile. — Celle ombre, qui est 
Vinlerseclion du cOne par le plan vertical mené par la droite donnée el la 
direction des rayons lumineux, plan dont la trace horizontale est ^/'{/îy. 138), 
est une hyperbole. 

Faisons tourner le plan sécant autour de ss' pour l'amener à être de profil. 
Le point h vient en Ai, et la verticale menée par ce point coupe s'a en h,, qui, 
ramené en arrière, d'une rotation égale, donne le sommet 7/ de l'hyperbole en 
projection verticale. 

Le centre o de cette hyperbole est le pied de la perpendiculaire abaissée de 
s sur hh. 

Les asym ploies son t parallèles aux génératrices contenues dans le plan mené 
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par l'ase parallèlement au plan sécant, c'est-à-dire au plan mené par i'axe et 

dont la Irace horizontale sm est parallèle à fh. 

Donc Ofj.' parallèle à s'm est une asymptote de la projection verticale. La 
seconde asymptote est symétrique de la précédente par rapport à o'h'. 




FiG. 138. 

Ayant !e somme! h' et les asymptotes de l'hyperbole cherchée, on n'a qu'à 
appliquer la construction du n" 61. 

Remarquons, toutefois, qu'on connaît immédiatement d'autres points obligés 
de cette hyperbole : le point /' sur la base et le point de perte p sur la généra- 
trice d'ombre propre s't', donné par la ligne de rappel du point de rencontre 
p de st et de fk. 



G. — Sphères 

IGO. Ombre portée par un point ou par une ligne. 

— Pour avoir l'ombre du point im.m) sur la sphère [o.o') [fig. 139), 
c'est-à-dire l'Intersection de la sphère et du rayon lumineux [mr.m'r') 
de ce point, considérons le petit cercle de la sphère contenu dans le 
plan projetant horizontalement le rayon et rabattons ce plan sur l'équa- 
teur de la sphère. Le petit cercle d'intersection se rabat suivant 
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vant cm^d ; le point (m. m') se rabat eu w^^, tel que mmt^ = 
point {r.r) ne bouge pas. 
Le rayon lumineux ra- 
battu en m^r (qui fait, on 
le vérifie immédiatemen l, 
l'angle o avec mr) coupe 
le petit cercle au point 
mj, rabattement du point 
cherché. Ce point se re- 
lève en(mj.m',). 

Si on veut construire 
l'ombre d'une ligne, on 
peut, par le procédé qui 
vient d'être indiqué, dé- 
terminer les ombres d'un 
certain nombre de points 
de cette ligne. 

Pour avoir les projec- 
tions de la tangente en 
[m^.m,\ ) à la courbe 
d'ombre portée, connais- 
sant les projections de la 
tangente en [m.m) à la 
courbe donnée, il suftit 
de prendre le point de 
rencontre [t.t') de cette 
dernière tangente avec 
le plan tangent à la 
sphère en (m,. m',) (n^Ql, "'\^ ; 

Rem.). '•-. ^ j 

Ce plan tangent est \ ; 

déterminé parla tangente ^n\,': 

(m^v.m\v"j au parallèle fm. 139. 

horizontal passant en ce 
point et la tangente {m^s.m\s') an petit cercle. 

Le plan projetant horizontalement mi coupe {m^v.m\v') 
et (m^.s.-m\s') en (u.u). II coupe donc le plan tangent en 
suivant la droite {uv.u'v') qui coupe [mt.m't') en(ï.i'). 
Les projections cherchées sont donc m,( et m\t' . 




en iv.v) 
[m^.m\) 
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101 . Ombres portées par des tlroites parallèles aux 
directions prîiioipalcs. — Nous allons chercher l'ombre por- 
tée par une droite verticale. 
Pour avoir l'ombre portée par 
une droite perpendiculaire au 
mur, ta construction serait la 
même en intervertissantles rôles 
des deux: projections, et pour 
avoir l'ombre portée par une 
parallèle à la ligne de terre il 
n'y aurait qu'à imprimer à la 
dernière figure une rotation de 
90° dans le sens direct. 

Soit donc (A. A') la verticale 
dont nous cherchons l'ombre 
portée {fig. 140}. 

Le plan mené par cette ver- 
ticale et la direction des rayons 
lumineux coupe la sphère sui- 
vant un petit cercle dont la pro- 
jection horizontale est la corde 
mn, et la projection verticale 
une ellipse facile à tracer. 

Les sommets de l'axe hori- 
zontal de cette ellipse sont m et 
n sur riiorizonlale de o . L'axe 
vertical AT de cette ellipse, étant 
^ [.■■■'"' la projection du diamètre verti- 

1-^^, ,^^ cal du cercle décrit sur mn 

comme diamètre, est égal à mn. 
Connaissant les axes m'n et Kï de cette ellipse, on n'a plus qu'à 
la tracer (n" 52). 

Les points g' et ij" sur le contour apparent de la sphère, c'est-à- 
dire sur son grand cercle de front, sont sur la ligne de rappel du 
point g où mn coupe la projection horizontale ab de ce grand 
cercle. 

Les points f et q, où mn coupe l'ellipse d'ombre propre, en pro- 
jection horizontale, donnent les points de perte j)' et q en projection 
verticale. 
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Dans le cas de la figure 139, le point ç étant ea arrière de ab, seul 
le point j3' est vu en projection verticale. 

102. Ombi'c aiil,o-|>oi'Lée par une «leiiti-splièi-c — 

Supposons le grand cercle qui limite cette demi-sphère placé dans un 
plan de front (fig. 141). 




/* 3 



Le cylindre d'ombre qui passe par ce grand cercle va couper la 
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sphère, d'après un théorème connu, suivaat un autre grand cercle 
ayant en commun avec le premier le diamètre a'b' perpendiculaire 
aux projections des génératrices du cylindre sur le plan de ce grand 
cercle, c'est-à-dire incliné à 45" sur la ligne de terre, dans le sens 
direct. 

La projection verticale de la courbe d'ombre sera donc une ellipse 
ayant a'b' pour grand axe. Cherchons le sommet du petit axe situé 
sur o'd'. Pour cela, rabattons sur le plan du grand cercle d'entrée te 
grand cercle projeté verticalement en c'd'. 

Le rayon lumineux mené par c se rabat suivant c'e', faisant 
l'angle tp avec c'o'. Le point d'intersection rabattu e'^ de ce rayon et 
de la sphère se relève en e', point cherché. 

Remarquons que, puisque 

e\c'd' ^= ^, 



Il suffit donc, pour déterminer complètement l'ellipse cherchée, 
après avoir tracé le diamètre a'b', de prendre le point e' au tiers du 
rayon o'd' ('). 

(') On peut iJétei'miuei' le point e' ainsi qu'il suit ; 

Le point e estsw la droite qui joint le point a' au milieu p de la perpeniUeutaire lia. 
abaissée de o' sur ad'. 

En RffHt : /\ ,-'X 

^V/ = «. ti. oae = R tg (45- - a«-^} 

/~\ 
— li ^,^ 

i + tg =<i'p 

Miiis 
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La projection horizontale de l'ellipse déb' n'est pas vue en projec- 
tion korizontale, puisqu'elle est à \'inté}-ieur de la sphère. Gonstrui- 
sons-Ia néanmoins parce que, jointe à la projection verticale, elle 
résume tous les cas usuels d'ombre auto-portée de la sphère. 

Les points a et b' sur le grand cercle d'entrée donnent en projec- 
tion horizontale a el b. Ayant en ab un diamètre de l'ellipse cherchée, 
déterminons le diamètre conjugué, qui est évidemment la projection 
horizontale correspondant à o'e', puisqu'en projection verticale o'e' 
est conjugué de db'. 

Le point (e. e') est sur le petit cercle de front dont le rayon o'e est 

égal à Q ' l'Ei projection horizontale de ce petit cercle est la droite 

perpendiculaire à oo', telle que t.s -- -ir- Nous n'avons plus qu'à 

prendre le point e sur cette droite. 

Les diamètres ab et oe étant conjugués, la tangente en e est paral- 
lèle à ab, c'est-à-dire confondue avec -i.s, et les tangentes en a et b, 



Calculons le coefficient angulaire de cette direction oe. 
Nous avons 



V^ 3v''i" 



et 

Or, puisque 



COS Oît; :=—=:-' 



„, = ,>.™2, = 5|>?î(„-90 



Autrement dit, le coefficient angulaire de oc ou des tangentes en a 
et b par rapport à ob est égal à 4. 
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103. Points l'cmarfjuïiblcs de l'ombre préeétleiite. 

— Les diamètres conjugués ab et oe suffisent pour construira 
l'eilipse cherchée. Toutefois, il est bon de déterminer directement 
certains points faciles à obtenir avec leurs tangentes. 

1" Soit /'le point sur le contour apparent horizontal de la sphère, 
point qui est un sommel de l'ellipse cherchée, puisque la tangente y 
est perpendiculaire au diamètre of. Ce point est sur la ligne de rap- 
pel du point /" où l'ellipse a'e'h' est rencontrée par le diamètre hori- 
zontal o'm\ sur lequel se projette l'équateur de la sphère. 

Mais il est facile d'obtenir directement ce point f sur la projection 
horizonlale. En effet, rabattons sur l'équateur le plan vertical^/" 
contenant le rayon lumineux qui passe en ce point. Ce rayon lumi- 
neux se rabat suivant^f/^/". Puisque gfg^ = », on voit, comme précé- 
demmenl, que fj'(g^^ ^^ 2», y étant le centre du petit cercle rabattu. 

Donc 



Cela montre que si, sur la tangente au point /(, extrémité du rayon 
oh. à 45", on porte Im ^^ ô' le [Joint / est sur ou. 

Remarquons aussi que, si of coupe en -y la tangente en n, on a 

m — Il Inng nus -:; R Is '43'^ — hos), 

-':^^ 

2° L'ellipse doit loucher aussi, en un point]), la génératrice de 
contour apparent mn du cylindre d'ombre. 

Rabattons encore sur l'équateur le plan vertical passant par mn. 
Le rayon lumineux du point m rabattu coupe le petit cercle 
décrit sur imi comme diamètre au point ]^^f, rabattement du point j) 
cherché . 
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Oa a encore ici 



el, par suite, en appelant (-) le ceiiire du petit cercle (milieu de mn). 



ce qui montre que p est au tiers de mn à partir du point n. 

3" Cherchons, enfin, le point l situé sur oh parallèle à mn, c'est-à- 
dire l'extrémité du diamètre conjugué de op. Pour cela, rabattons sur 
l'équaleur le grand cercle projeté horizontalement suivant oh. Le 
point de ce grand cercle projeté en o se rabat en k^, et le rayon 
lumineux passant en ce point, en k^^l^,, faisant l'angle f avec oh ou 
la tangente au cercle en k^. Donc l'angle ?„oAq est égal à 2cp, et, si /„ 
relevé'se projette en l, on a 

llf, := Il COS '2v = — ■ 

Par suite, hu étant égal, comme nous l'avons vu précédemment, 

■k-^- ulfj est parallèle à oh. 

Le diamètre ol étant conjugué de op, la tangente en l est paral- 
lèle à op. 

Remarque. — Puisque U^^ ^ "^ ^ "'i^' *"^ ^ '-'^ '-"^ "'*■ 

164. Résumé des conslnieiions précédentes. — 

Dégageant les constructions précédentes de toutes les lignes acces- 
soires qui ne sont intervenues que dans les démonstrations, nous 
voyons qu'elles peuvent se résumer ainsi {/îg. 141 bis) : 

1° Tirer le rayon oh à 45° qui, par la perpendiculaire hb au dia- 
mètre o6, donne le 'point b et par symétrie lepoîni a ; 

2° Porler sur la tangente en n la longueur ns = -et tirer ns 

qui donne sur le cercle le point /'; 
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3° Mener la tangente hu qui coupe os en if, puis la parallèle ul^, 
à oh, et abaisser de ^^ sur oh la perpendiculaire l„l qui donne le 
point l. 

4" Prendre nr^ --= hu (qui est égal à tt ) et tirer la parallèle -p 

à «& ; on a ainsi te pomi p ; 




5" Prendre of, -- oh, et mener ï|S parallèle à ns. Prendre le milieu i 
de ns et tirer oi qui, par sa rencontre avec s-',, donne le point e. 
En outre : 

Les tangentes en o et ô sont parallèles à oe; 
La tangente en e est îï, ; 

La tangente en f est !a tangente au cercle eu ce point ; 
La tangente en l est parallèle à op ; 
La tangente en p est mn. 

165. Ombre de la niche. — • I. Prenons une niche vue de 
face et cherchons son ombre auto-portée [fuj. l'iS). 

Cette ombre auto-porlée se compose de trois parties qui se rac- 
cordent : 

1° De q en p' obtenu en partant op égal au rayon de la niche, 
elle comprend la portion qp de l'axe ; 

2° De p en n , sur l'horizontale a'b' , nous avons une portion de 
l'ombre portée sur le cylindre par le cercle a'hh' . Cette portion 
n'est autre que l'arc h'~' de la courbe d'ombre obtenue sur la 
figure 132, arc qui est tangent en p' à l'axe p'q. D'après ce que 
nous avons vu (n" 153), le point ii est la projection sur oa du 
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point l' situé sur la droite qui joint le point o au milieu i' du seg- 
ment h'fîi^ de la tangente au cercle en li' ; 

3" De n enc' sur le diamètre oc, à 40" sur o'a\ nous avons une 
portion de l'ombre auto-portée de la sphère, constituée par l'arc fh' 
de l'ellipse obtenue en projeclion verticale sur la figure 141. 

Pour avoir la tangente au point de raccordement, appliquons la 
construction du n° 153, en faisant coïncider la projection horizon- 
tale du cylindre avec le cercle dh'h' , et remarquant que la tangente 
au cercle a'h'b', menée par le point n\ qui porte ombre en n, 
coupe o'h' au même point u' que la tangente en l à ce cercle, 
puisque les points n'^ et l' sont symétriques par rapport à o'h'. Nous 
avons ainsi le tracé suivant : 
2l€net par le point u' la droite 
ut à 45" sur o'u', qui coupe en 
f la verticale passant par le 
point de rencontre t de Tu et 
dv diamètre oc . La tangente 
en H i st nt' . 





II. Prenons maintenant une niche vue en coupe. Il n'y a pas 
d'ombre portée dans la partie cylindrique. Bornons-nous donc à 
étudier l'ombre portée dans la partie sphérique [fig. 143). 
, , n'm ,, 

De a en^)' obtenu en portant njp = ^' nous avons 1 arc cor- 
respondant ap de l'ellipse précédemment obtenue en projection hori- 
zontale [fig. 141 ou 141 hi&). La tangente en a est donc parallèle 

à nq' telle que o'q = t- 
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De y en jj' nous avons un arc de l'ellipae obtenue en projeclioii 
verticale sur la figure 141. 

Puisque cette ellipse est surbaissée au 1/3 et que o'jj' =— ;r ' 

la tangente en j) est p7'. 

166. Ombre portée par une surface sur la sphère. 

— Nous appliquerons encore ici la méthode des projections obliques, 
faites parallèlement aux rayons lumineux, en prenant pour plan du 
mur le plan de front du centre de la sphère et choisissant comme 
sections de celle-ci ses petits cercles de front. Ces petits cercles se 
projettent, en effet, sans altération sur le plan. 




Soit S', l'ombre portée par la surface donnée sur le mur {^g. 144). 

Cherchons les points situés sur le cercle de front c'a! de centre w,. 
La distance de ce centre w' au centre o' de la sphère est donnée par 
la longueur de la demi-corde de Ï7'g tangente en X à ce petit cercle, 
comme on le voit en opérant une rotation de 90°. 

L'ombre w', de ^' sur 1g mur est donc à la rencontre de la verti- 
cale de Ïq et de la droite o'd'^, menée par d à 45" sur da (n" 115). 
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Du point w',1 comme centre décrivons un cercle de rayon dï . Nous 
avons ainsi la projection oblique du cercle cVr, qui coupe la courbe 
S', en m', et n'^. 

Le retour inverse des rayons donne m el n sur le cercle cû! , 

On construit ainsi autant de points m et n qu'il est nécessaire. 

Les points p'j et ç\ où la courbe S'j coupe l'ellipse d'ombre portée 
delà sphère (n" 121) donnent sur l'ellipse d'ombre propre [ïC 110) 
les points de perte p' et q (n" 93). 

Remarque. — Dans le cas d'un cylindre parallèle à une des direc- 
tions principales, il est inutile de recourir au procédé qui vient d'être 
indiqué, puisque la courbe d'ombre portée se compose alors des 
ombres portées parles génératrices d'ombre propre, ce qui ramène 
le problème à celui qui a été traité au n" 161 . 



D. — Surfaces de y^évoJution (') 

167. Oinbï*e portée par une verticale sur une sui"- 
faee de révolution à axe vertical. — En projection hori- 
zontale, l'ombre est la droite lif ifîg. 145). Pour en déduire la 
projection verticale, cherchons, par exemple, les points projetés hori- 
zontalement en m. Les parallèles de ces points ayant pour rayon om 
ou om^ sont w'm\ et uW^. La ligne de rappel du point m donne sur 
ces parallèles les points m' et m" cherchés. 

On voit qu'au point li sur l'équateur dli\ la tangente est verticale. 

Le point de rencontre f de hf et oh^^ donne le point /' sur le con- 
tour apparent où l'ombre portée est tangente à ce contour {n" 95). 

Le point p, situé entre h et /", où la droite hf coupe en projection 
horizontale la courbe d'ombre propre de la surface (n"* 1 12 et 1 13), 
donne le point de perte p' sur la projection verticale. 

Enp' la tangente est à '15'' sur l'axe (n° 96). 

16SÏ. Ombre portée par une horizontale. — Supposons 
d'abord la droite perpendiculaire au mur {fig. 146). 

L'ombre est alors en projection verticale une droite fh'. On n'a 

(') Nous ne considérons ici que des surfaces de r(;voluLion à axe vertical, [taice 
que ce sont celles qui se reucoutretit le plus frcquemmeut dans la pratique. S'il 
s'agissait d'une surface de révolution à axe perpendiculaire aumur, il n'y aurait qu'à 
intervertir les rôles joués ici par le plan horiîonlal et le plan vertical. 
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qu'à reporter les points d'intersection de la surface et du plan per- 
pendiculaire au mur mené par fîi sur la projection horizontale. Ainsi, 
le point m sur le parallèle de rayon mW,,, projeté horizontalement 
en om^^^ donne le point m. 





Le point /' sur le contour apparent vertical donne le point f sur le 
diamètre de front ab. Le point p sur la partie non vue de la courbe 
d'ombre propre donne le point de perte p. Le point h' sur l'équa- 
teur ah' donne le point h sur le contour apparent horizontal. 

Si la droite horizontale portant ombre n'est pas perpendiculaire 
au mur, la solution se ramène à la précédente au moyen d'une rota- 
tion. 
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La figure 147 donne, à titre d'exemple, l'ombre portée sur un tore 
par une horizontale de front située dans le plan de l'cquateur de ce 
tore. 

Par une rotation de 90" amenant le point k en /(„, on rend la droite 
(i.i') perpendiculaire au mur. Son ombre se projette alors vertica- 
lement suivant a'ff)\ (car le rayon lumineux se projette aussi à 45° 
sur le plan de profil oh). Les points m^ et n^, projetés verticalement 




tousdeuxenmp, se ramènent en (m.m') et (n.n'). On voitque sur chaque 

projection la courbe d'ombre propre est symétrique par rapport à oo'. 

Pour avoir les points de perte f' et g', projetons la droite et le tore 

parallèlement aux rayons lumineux sur le mur mené par oo . La 
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droite a poiii' projection oblique A,; le tore, ia coui'be T'idont la cons- 
truction a été donnée au ii" 122. 

109. Ombre portée par une lîync ou une surïaec. — 

Pour avoir l'ombre portée par une ligue ou une surface quelconque sur 
une surface de révolution S à axe vertical, on emploiera la méthode 
des projections obliques (n° 93) en projetant sur le sol et prenant 
pour sections de la surface S ses parallèles. Ces cercles horizontaux 
se projettent, en effet, sans altération sur le sol. 

On pourra répéter ici, à propos des ombres portées par les 
cylindres verticaux, la remarque qui termine le n" 16G, la solution 
étant alors ramenée à celle du n° 167. 



Cwiclusions 

170. Nous avons, dans ce qui précède, exposé d'une façon à 
la fois aussi méthodique et aussi complète que possible les principes 
géométriques qui conduisent au tracé des ombres usuelles. Mais il 
va sans dire que, dans la pratique ordinaire du dessin géométrique, 
appliqué soit à l'architecture, soit aux machines, on ne s'astreint 
pas toujours à la rigueur que comporterait la stricte application de 
ces principes. Il convient, toutefois, de respecter l'allure générale des 
courbes données par cette application directe, ainsi que leurs parti- 
cularités essentielles (points et tangentes obligés). Le mieux est 
donc défaire une fois pour toutes, avec le plus grand soin et en 
employant les méthodes qui viennent d'éire décrites, l'épure de 
l'ombre pour les principaux motifs d'architecture ou organes de 
machines qui reviennent le plus fréquemment dans la pratique, et de 
conserver ces modèles pour les reproduire, sans avoir à recommen- 
cer le tracé géométrique chaque fois que l'occasion s'en présentera. 

Cette exécution de modèles d'ombres est un des meilleurs exer- 
cices de Géométrie descriptive qui puisse être proposé à des élèves. 
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■ GÉNÉRALITÉS 



A. — But, définUion et caractère de la perspectioe 

171. Imaginons un œil placé d'une manière quelconque dans 
l'espace et regardant un objet placé devant lui. Chaque point A de 
cet objet donne, sur la rétine de l'œil, une image a qui se trouve 
sur la ligne droite joignant ce point A au centre de la pupille, 
droite que nous appellerons le rayon du point A, pour le point 0. 

Grâce à cette image, l'observaleur a la 
notion de la direction dans laquelle se trouve 
le point A, mais il n'a pas conscience de 
l'éloignement plus ou moins grand de ce 
point. Si celai-ci se déplace sur le 
rayon OA pour venir successivement en 
A', en A", etc., son image se fait tou- 
jours en ft, et la seule notion que l'observateur 
relativement à lui, savoir celle de sa direction, ne varie pas. 

Ainsi donc, dans le cas de la vision simple, c'est-à-dire au moyen 
d'un seul œil, nous ne pouvons juger que des directions des points 
que nous regardons. Lorsque la vision s'applique à des objets qui 
nous sont familiers, la connaissance que nous avons de leur forme 
et de leurs dimensions s'ajoute à la notion qui nous est fournie par 
la rétine pour nous renseigner d'une façon complète sur la situation 
qu'ils occupent dans l'espace ; mais s'il n'en est pas ainsi, nous ne 
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pouvons, sans déplacer l'œil, avoir noiion que de la seule direclion 
dans laquelle se trouve chaque point de l'espace. 

Imaginons l'expérience suivante : un œil, regardant par un petit 
trou percé dans un écran (de façon à assurer sa fixité dans l'espace], 
observe une figure, par exemple un triangle dessiné en blanc sur un 
tableau noir orienté d'une façon quelconque, mais vu à travers un 
cadre fixe qui, en dissimulant ses bords, prive l'œil de l'observateur 
de toute indication sur l'exacte position de ce tableau. 

Il sera dès lors impossible à l'observateur de juger de la forme 
vraie du triangle ABC exposé à sa vue (si toutefois l'éclaire- 
ment est tel qu'il n'y ait point d'ombre portée apparente du cadre 
sur le tableau). Cet observateur pourra se figurer voir l'un quel- 
conque des triangles de l'espace dont les sommets sont situés sur les 
rayons allant du point 0, centre du petit trou pratiqué 
dans l'écran, aux points observés A, B, G. 

Celte imperfection de la vision simple est corrigée 
par le phénomène de la double vision. Chacun de nos 
yeux, en eifet, nous donne pour un même point A 
ifig. 149) notion de deux rayons de direction diffé- 
rente, OA et O'A. Notre cerveau, grâce aux impres- 
i'i(i, ii'j, sions reçues en a el en a sur l'une et l'autre rétines, 

a notion simultanément des directions OA et O'A' et acquiert ainsi 
celle de l'éloignement du point A {'). 

(I) DÈS lors, «i par un procédé (jnplconquc on peut produiti'siiniiUHHi'mPiiL «ur 
les deux; rétines les ima^ei onstituces duuepirt p i 1 pusemble Ue po iitsn le 
l'autre, par celui dea jomîs a 1 impression seia cxiLtement la même que s on 
avait une vue due te dus [imts A de lespue 

Le problème [ui c nsisle \ I nnei 1 illusion lu lelief se i duit 1 ne » ce i 
construire la persiecLive de loi jet à iLfr sentei s \ii.i ment poui Lhoqin^ œil et 
regarder l'ensemble de ce-. 1 ux peisjectives de i ron que tliajiie œil mjei oivp 
que celle qui lui conespond 

Ce résultai peut être obtenu lu moy n du sjateme plique iieis connu sous le 
nom de sWrdûscopfl Un inventeur M Ducoa du Hauion 1 d itteint plua simplement 
en mettant en œuyre linf,fnteuse idée que voiei Supposons la peiapective cou es 
pondantàrosildioit debsmée eu louge laperspet.t e o i lil 1 œil ^aud e 
en bleu sur un même tableau et rcgaidoûs ce tab a 

à droite un verrp bleu à gauohe un verie touge L 

bleu ne verra pas la peispective dessinée en bleu g 

donnera sur la rétine l'image (a) que l'œil droit p 

cette image sera colorée en violet. De même, œ 

gauche éteindra pour cet œil la perspective roug 

en violet, de la perspective bleue qui est celle («') i œ 

gauche. 

La coeïistence de ces deux images [a) et [a) re mu du 

fournit, ainsi que nous l'avons expliqué plus haii n p u du A 
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La perspective a pour but de fixer, pour un œil occupant une 

position déteruiinée dans l'espace, les directions des rayons unissant 

le centre de la rétine de cet œil aux divers points d'un ensemble 

d'objets exposés à la vue. 

Reportons-nous à ce que nous venons de dire au sujet de la façon 
dont ces directions sont déterminées. Puisque le point A peut occu- 
per une position quelconque sur le rayon OA, amenons-le au point 
de rencontre de ce rayon et d'une surface quelconque S, et suppo- 
sons que son image se fixe en ce point. Faisons la même opération 
pour tous les points observés. L'ensemble des points ainsi obtenus, 
vu dupoint 0, présentera à l'œil le même aspect que l'ensemble pri- 
mitif. Dès lors, si l'image obtenue sur la surface S reste à demeure 
sur celte surface, chaque fois que le centime de la pupille se replacera 
au point l'impression reçue par l'ceil sera exactement îa même 
que si les objets primitivement observés occupaient encore la posi- 
tion où ils se trouvaient. 

La figure ainsi obtenue sur la surface S est dite la perspective 
sur cette surface, pour le jyoinf de vue 0, des objets représentés. 

Il résulte de cette définilion même que la perspective n'existe que 
pour ce seul point de vue. Si on place le centre de îa pupille par- 
tout ailleurs qu'au point 0, l'image dessinée sur la surface S cesse 
de donner d'une façon rigoureuse l'aspect des objets correspon- 
dants ('). 

173. L'babitude que nous avons de nous représenter les objets 
dessinés sur un tableau plan fera choisir de préférence pour surface 
S un pian. Ce n'est là, on le voit, qu'une simple affaire de conven- 
tion. Un tel choix se justifie, d'ailleurs, parla considération suivante : 
si le point de vue est suffisamment éloigné du tableau, l'image reçue 
par l'œil, lorsqu'il se déplace dans une région assez étendue autour 

(') Nous ne parions ici, bien entendu, que de la perspective gi^ométrique. Loi-squ'i 
s'agil d'une rcprésenlaiioii arfLstique la question se modilie. Le peintre ne se préoc- 
cupe pas — !■■ il m II II i.ni lie le faire — de donner une image ciiii soit une pers- 
pective géoiiii' : i ;ii' I \ ■ ■ iiinir un seul point de vue, mais une image qui se rap- 
proche sulli- .1 ■ ■ ■•■|ii?ctives exactes correspondant à tous les points de la 

choiirinnlfiS qui <l|.|iiir ::■ ■■ n' 1 .i ■ | . ii ■ ;i r ; ■ I >i ' '.• \ -'W ;iu(,re 

une spliÈre par un ccrclR, iilors t[U iiuo iiovspccuvo exacte, fniit: pour wi stiii point 
de vue, conduirait k dessiner une ellipse, qui, vue de tout autre point, ne saurait 
donner l'impression d'une sphère. (Voir p. 208.) 
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du point de vue pour lequel la perspective a été tracée, diffère peu 
de la perspective qui conviendrait à ces différents points de vue, et 
notre cerveau peut aisément, d'après cette indication un peu faussée, 
reconstituer le véritable aspect qu'otfriraient à la vue directe les 
■objets représentés. En outre, on choisir?, généralement pour tableau 
un plan vertical, parce que, dans la plupart des cas usuels, les cons- 
tructions sont alors plus simples; mais rien n'empêcherait, le cas 
échéant, d'adopter un autre plan. 

Quoi qu'il en soit, une fois le tableau bien défini par rapport au 
point de vue, la perspective l'est aussi et peut être dessinée. 

173. Ici se place une remarque importante sur laquelle, malgré 
son caractère d'absolue évidence lorsqu'on l'envisage au point de 
vue géométrique, il y a lieu d'insister, car sa méconnaissance en- 
gendre des idées fausses malheureusement assez répandues. Lorsque 
nous regardons avec un seul œil supposé fixe^ toutes les directions 
visuelles n'ont pas pour nous la même importance. Celle qui l'em- 
porte sur toutes les autres, autour de laquelle nous nous les figurons 
volontiers distribuées, est celle du point que, suivant l'espression 
vulgaire consacrée, nous regardons droit devant nous ou sur lequel 
se fixe notre regard. Cette direction n'est autre que celle de l'axe 
géométrique du cristallin. 

Par une habitude instinctive, nous nous figurons les objets que 
nous regardons peints sur un tableau perpendiculaire à cette 
direction. 

Qu'arrive-t-il, dès lors, si, conservant au centre de notre pupille 
une position invariable dans l'espace, nous déplaçons notre œil dans 
son orbite, de façon à fixer successivement notre regard sur divers 
points des objets qui s'offrent à notre vue? C'est qu'instinctivement, 
dans chacune de ces positions, nous prenons une perspective sur un 
plan perpendiculaire à Taxe du cristallin et, par suite, qne cette 
perspective se modifie au fur et à mesure que nous faisons varier 
le point sur lequel se fixe notre regard (point que l'on appelle im- 
proprement parfois, dans ia conversation, point de vue). 

Les personnes qui se figurent que cet entraînement du tableau 
perspectif avec l'axe de l'œil est chose nécessaire remarquent tout 
naturellement que la perspective, faite pour une position particulière 
■du tableau, par exemple pour une position verticale, devient fausse 
lorsque le regard se fixe dans une direction autre que celle de la 
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perpendiculaire menée du point de vue au tableau, et ce besoin de 
voir toujours la figure en perspecHve sur une surface normale à 
l'axe géométrique de l'œil les amène à déclarer « qu'il n'y a d'exacte 
que la perspective faite sur une sphère ayant son centre au point de 
vue adopté ». 

On aperçoit immédiatement, après les explications qui viennent 
d'être données, le non-sens qui est au fond d'une telle opinion. Une 
fois donnés l'ensemble des objets à représenter et le point de vue, on 
peut choisir arbitrairement ie tableau, courbe ou plan, sur lequel se 
faitla perspective ; mais, une fois ce choix fait, il ne faut pas oublier 
que ce tableau reste invariable, quelle que soit la direction donnée 
à Taxe de l'œil, pourvu que le point de vue (centre de la pupille) 
reste fixe. On peut assimiler la perspective à une image vue à tra- 
vers une vitre et reportée par la pensée dans le plan de celte vitre. 
Cette image ne varie pas quand, le centre de l'œil restant fixe, le 
regard se promène sur toute l'étendue de la vitre. 

On trouvera peut-être que nous avons beaucoup insisté ici sur 
des choses bien évidentes. L'expérience prouve pourtant que les 
préjugés que nous avons voulu combattre sont assez répandus pour 
qu'il ne soit pas inutile d'arrêter quelque temps sur ce point l'aîlen- 
tien des élèves. 

.174. Avant d'entrer dans l'étude de la perspective, nous ferons 
encore la remarque suivante : La construction d'une figure pers- 
pective revenant à prendre l'intersection des droites qui joignent un 
point fixe aux divers points d'un.corps, avec une certaine surface, le 
problème ne diffère pas, géométriquement parlant, de celui qui con- 
siste à tracer les ombres portées sur les surfaces, le point de vue 
jouant dans un cas le rôle que la source de lumière joue dans l'autre. 
Effectivement il y a de l'un à l'autre problème la différence que, 
pour !a perspective, la surface sécante est entre le corps et le centre du 
rayonnement, tandis que, pour les ombres, elie est en arrière du corps . 
Quoi qu'il en soit, les problèmes de perspective pourraient, comme 
les problèmes d'ombres, être traités par les méthodes de la Géométrie 
descriptive ordinaire. Mais on substitue, aux tracés qui résulteraient 
de ces méthodes, d'autres tracés plus simples, plus expéditifs, effec- 
tués au moyen de lignes qui sont elles-mêmes les perspectives de 
lignes faciles à se figurer dans l'espace. C'est l'ensemble de ces 
procédés spéciaux qui porte le nom de trait de perspective. 
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B. — Définitions relatives à la perspective plane 

175. Éléments (ond aine ii taux. — Les points M de l'espace 
[fig. 150) étant supposés définis par leur projection m sur un plan 
horizontal de comparaison G dit le géométral, et leur hauteur Mm 
au-dessus de ce plan, on rapporte de même à ce plan le point de vue O 
le plan vertical T, ou tableau, sur lequel on veut dessiner la pers- 
pective. La trace LL' de ce tableau sur le géométral est dite la ligne 
de terre. 

La partie de ce tableau sur laquelle on se propose de dessiner la 
perspective est généralement limitée à un cadre rectangulaire dont 
on nomme bord de droite ou bord de gauche, le bord situé à droite 
ou à gauche de l'observateur. 
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Un point M ne portera perspective sur le tableau que si le rayon 
OM tombe à l'intérieur du cadre, c'est-à-dire se trouve à l'intérieur 
de l'angle solide formé par les droites qui unissent le point aux 
sommets L, L', G, G' de ce cadre. La région ainsi limitée est dite le 
champ visuel du point 0. 

Il y a lieu, en outre, de distinguer, à l'intérieur de ce champ visuel, 
Vespace en arrière et V espace en avant d\i tableau. Suivant, en effet, 
que le point M appartient à l'un ou à l'autre de ces espaces, ce 
point est caché au point par sa perpective, ou inversement. 

Le plan mené parle point parallèlement au tableau est dit lepla7i 
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neii,tre. Les points situés en arrière de ce plan n'ont pas eifeclivement 
de perspective. Pourtant la droite qui joint chacun d'eus au point 
rencontre le tableau en un point qui est dit une perspective virtuelle. 

Quant aux points du plan neutre lui-même, leur perspective se fait 
à l'infini sur le tableau. 

Si donc deux droites se coupcnl dans le plan neutre, leurs perspec- 
tives sont parallèles. 

La trace du plan neutre sur le géométral est dite la ligne neutre. 

Le plan horizontal mené par le point de vue est le plan d'horizon. 
Il coupe le tableau suivant une ligne horizontale HH' dite ligne 
d'horizon dont la hauteur au-dessus de la ligne de terre, dite hau- 
teur d'horizon, est égale à la hauteur de l'œil au-dessus du géométral. 

Le pied -f de la perpendiculaire abaissée du point de vue sur le 
tableau, point qui se trouve sur HH', est dit \e point principal de 
fuite, et la distance 0^ du point de vue au tableau la distance prin- 
cipale. On saisira plus loin la raison de ces dénominations. 

Lorsque le point de vue s'éloigne à l'infini dans une direction 
quelconque, on obtient la perspective cavalière, à laquelle nous avons 
été déjà amenés par une autre voie (n" 61). 

17C. Pei'spective du poiiil. — D'après la définition même, 
la perspective M^ du point M [ftg. 150) est la trace de la droite OM 
sur le tableau. 

A une même perspective M, A 

correspondent, comme nous / j 

l'avons déjà observé, une infi- 
nité de points M de l'espace. 

L'un quelconque de ces 
points sera complètement dé- 
terminé lorsqu'on connaîtra, 
par exemple, la perspective 
m, de sa projection m sur le 
géométral. On voit, d'ailleurs, 
que Mjm,,, parallèle à Mm, 
est perpendiculaire à la ligne 
de terre. "^ 

Si m, est connu, la droite 
Om, détermine m sur le géométral, et la verticale )«M donne le 
point M correspondant sur OM. 
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Remarque. — Si on projette le point M en [j. sui' le plan d'hori- 
zon, la perspective p.^ de y. est à la rencontre de 'M.^m^ et de la ligne 
d'horizon {fig. 151). 

Dès lors Op., donne la direction du plan vertical mené par OM. 
En outre, la cote pM du point M par rapport au plan d'horizon esl 
donnée par 

.» = «,., 2^- 



177. Perspective de la droite. — La perspective d'une 
droite i étant le lieu des traces sur le tableau des rayons unissant 
le point de vue aux divers points de la droite n'est autre que la 
trace i,, sur le tableau du plan mené par la droite A et le point 
{fig. 152). 

Cette trace i, 
étant rectiligne, il 
suffira, pour la tra- 
cer, de connaître 
deux de ses points. 
"^^.^ La trace A de la 

droite A sur le ta- 
bleau est à elle- 
même sa propre 
perspective, et si 
nous ne considérons 
que la portion de la 
droite A située en arrière du tableau, la perspective Aj sera arrêtée 
au point A. 

Prenons maintenant la perspective du point situé à l'infini sur la 
droite A. Ce point F s'obtient en menant par le point de vue la 
parallèle OF à A. 

La perspective A, s'arrête nécessairement au point F qui a reç-u 
le nom de point de fuite. Elle sera donc constituée par le segment 
de droite AF. 

Le point F restant le même lorsque la droite A varie en conservant 

une même direction, on voit que les perspectives de toutes les droites 

parallèles à une même direction passent par un même point de fuite. 

Si cette direction est horizontale, la droite OF étant dans le plan 

d'horizon, le point F est sur la ligne d'horizon. 
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Si nous prenons la direclion perpendiculaire au tableau, le point 
F vient coïncider avec le point <f de la figure 150. Ainsi, le point <a 
est le point de fuite des perpendiculaires au tableau, d'où son nom 
de point de fuite principal. 

Si une droite passe par le point de vue, sa perspective se réduit à 
un seul point qui est le point de fuite correspondant à la direction 
de cette droite. Il v a alors raccourci total. 



178. Projection el trace sui» !e géoinétval. — Pour 
avoir en perspective la projection de la droite AF {fi(/. 153) sur le 
géométral, remarquons d'abord que 
le point A étant sur le tableau, sa pro- 
jection se trouve en a sur la ligne de 
terre LL'. 

La projection cherchée étant hori- 
zontale aura son point de fuite /"sur 
la ligne d'horizon (n° 177). En outre, 
ce point de fuite, perspective du point 
à l'infini sur la projection, sera sur 
la même verticale que le point de 
fuite F, perspective du point à l'in- 
fini sur la droite (n" 176). Le point f 
sera donc le pied de la perpendiculaire abaissée de F f 
d'horizon HH'. 

On n'a qu'à tirer af pour avoir la perspective de la projection 
cherchée. 

Le point de rencontre B de AF et de a/" est évidemment la perspec- 
tive de la trace de la droite considérée sur le géomctral. 




' la ligne 



179. Figures de front. — Si la droite A est contenue dans 
yn plan de front, sa trace sur le tableau A et son point de fuite F 
sont rejetés à l'infini, ainsi que les points a et f. La perspective a 
de la projection devient donc parallèle à LL'. ce qui était évident 
■a priori. 

Quant au point B il reste à distance finie. C'est lui qui sert à fixer 
la situation de la droite de front considérée dans l'espace. 

En particulier, une verticale sera complètement déterminée lors- 
qu'on connaîtra la perspective de sa trace sur le géométral. 

Il est essentiel de remarquer, d'ailleurs, que les figures tracées 
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dans un plan de front ont [)Our perspectives des figures qui leur sont 

semblables. 

Si, par exemple, nous 

considéronsle triangle ABC 

siLué dans un plan de front 

--^0 P(/Î£r. 154), sa perspective 

ahc sur ie tableau T sera un 

triangie semblable, et le 

■ ■,- , (ï^ 
rapport de similitude -rr. 

sera égal au rapport -y des 

dislances du point de vueO 
au tableau et au plan P. 
Autrement dit, si le plan de front P est à une distance du point 0, 
double, triple etc., de la distance principale, les figures conte- 
nues dans ce plan se perspectivent en conservant leur forme, mais 
avec des dimensions linéaires réduites à la moitié, au tiers, etc. f). 




lltO. Perspective du plan. — Toutes les droites contenues 
dans un plan P ont leurs traces au tableau distribuées sur une droite 
AA' qui est la trace au ta- 
bleau du plan V^fig . 155) . 

Chacune d'elles a son 
point de fuite situé sur 

une parallèle au plan P îrL__^ |h" 

menée par 0. Le lieu de ^ "^^-^C^ ^.----'A' 

ces points de fuite est 
donc la droite d'inter- 
section FF' du tableau 
et du plan parallèle au 
plan P, menée par le '''^- '"■ 

point O. Cette droite FF', nécessairement parallèle à AA', est dite la 
ligne de faite du plan. 
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(') Ou voit, d'après cela, qii'il est incorrecl <S.c parler de perspective d'nii objel en 
reHef faite d Mne^c/ieHc tfcmtiée, pai' exemple en demi- grandeur. Seules les parties de 
i;et objet contennes dons le plan de front éloigné dii point de vue dn double de la dis- 
lanoe principale seront représentées en demi-grandeur. La réduction sera plus ou 
moins grande pour les autres pai-ties de l'objet représenté , suivant qu'elles se trou 
veront en arrière ou en avant de ce plan de front. 
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Si le plan est horizontal, sa ligne de fuite se confond avec la ligne 
d'horizon. 

S'il est vertical, sa ligne de fuite est verticale; s'il est perpendi- 
■culaire au tableau, elle passe par le poiut de fuite principal ; si donc 
il est de profil, cette ligne de fuite est verticale et passe par le point 
de fuite principal. 

Si «n plan passe par le point de vue, sa trace au tableau et sa 
ligne de fuite se confondent ; il y a raccourci total. 

181. Ti'aee sui* le ^éoinétral. — La trace du plan P sur 
le géométral rencontre le tableau à l'intersection a des traces AA' 
et LL' de ces deux plans ; son point de fuite et à l'intersection f des 
lignes de fuite FF' et HH' de ces plans. 

Si les points a et /"se trouvaient hors des limites de la feuille où 
l'on dessine, on aurait la trace sur le géométral du plan P en joi- 
gnant celles de deux droites quelconques de ce plan, une droite 
quelconque du plan étant déterminée, répétons-le, par ce fait que sa 
trace au tableau est sur AA' et son point de fuite sur FF'. 

Prenons, par exemple, la droite A^F [fig. 155). Sa projection sur 
le géométral a sa trace au tableau en a^ et son point de fuite H. Le 
point de rencontre B de A, F et o^H est la trace de AjF sur le géo- 
métral. Ce point appartient donc à la trace «/"cherchée. 

Pour un plan de front, AA' et FF' sont rejetées à l'infini, mais la 
trace sur le géométral, tout en devenant parallèle à la ligne de terre, 
reste à distance finie. Elle sert à déterminer le plan de front considéré. 



§ 2. ~ Perspective du géométral 



A. — Mise en perspective 

102. Mise en perspective d'une droite du yéomé- 

ti*al{'). — Occupons-nous d'abord de la mise en perspective du 
géométral, en commençant par nous occuper des droites contenues 
dans ce plan. 

(') Il va sans dire que tout ci; qui estroliitif à la perspecLive Ues figures iracii es sui- 
te géométral s'applique ^usai Jjien à. un plan liori^ontal ([uelconque. Il n'y a qu'à 
faiïf jouer à la Lrace de ce nouveau plan lioriîoutol, sur le, tableau, le l'ôle di-, ligne 
Ae, tfiiTe. 
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Soient, en projection sur le géométral, le point de vue, LL' la 
ligne de terre, AM la droite donnée {fig. 156). 

IjB droite ayant sa trace au tableau sur la ligne de terre, nous 
n'avons qu'à reporter la dislance LA de celte trace au point L, sur 
le tableau. 




La projection horizontale du poiat de luite est le point / obtenu en 
menant O/" parallèle à AM. 

Puisque la droite est dans le géométral, c'est-à-dire horizontale, 
son point de fuite est sur la ligne d'horizon (n" 177). Nous aurons 
donc ce point de fuite en portant sur HH' le segment HF égal à hf. 

La perspective AF de la droite est ainsi obtenue. 



183. Mise <Mi pci'spcelive «l'un poiiil. — MélUoUe 
généi'alc, dite des deux points de fuîle. — La méthode 
la plus naturelle pour mettre en perspective un point M du géométral 
(fig. 157) consiste à mener par ce point M deux droites quelconques 
MA et MAj et à mettre ces droites en perspective comme il vient 
d'être dit au numéro précédent. 

Si l'on a à mettre en perspective plusieurs points M, M'. M", 

du géométral, on fera passer par chacun d'eux des parallèles à deux 
mêmes directions O/'et 0/\, afin de se servir des mêmes points de 
fuite F et F^ correspondant à ces directions. 

Voici donc comment on procédera : ayant mené par les points 

M, M', M", les parallèles MA, M'A', M"A", à Of, et les 

parallèles MA,, M'A'j, M"A"j à Of,, on reporte (en une seule 

fois, en les marquant sur le Lord rectihgne d'une feuille de papier) 
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les points A, A', A", A,, A',, A",, sur la ligne de terre du 

tableau. On joint les points du premier groupe au point F, ceux du 
second au point F,[. Les droites ainsi menées se coupent respective- 
ment aux points M, M', M", cherchés. 





Telle est la méthode générale de mise en perspective des points 
du géoraétral. Comme elle repose essentiellement sur l'emploi des 
points F et F', elle a reçu le nom de méthode des deux points de 
fuite. 

184. iSoit, par exemple, à mettre en perspective ie carrelage 
hexagonal représenté sur la figure lo8. 




Les sommets de ce carrelage peuvent être considérés comme dis- 
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tribués d'une part sur les parallèles 1, %, 3, de l'autre sur les 

parallèles i', 2', 3', 

Construisant les points de fuite F et F' correspondant à ces deux 

directions et reportant sur le tableau les points de division 1,2,3, 

l',2', 3', déterminés sur la ligne déterre LL', on a enFl, F2, F3, 

d'une part, en F'i', F'2', F'3', de l'autre, les perspectives des 

parallèles tracées sur le géométral. Ces deux faisceaux de droites 
donnent par leurs recoupements les sommets de la perspective 
cherchée. 

185. Points «le distantes. — Tout en conservant dans sou 
essence la méthode précédente, on peut modifier, dans la pratique, la 
manière de l'appliquer en vue d'une plus grande commodité. 

On est, en général, conduit à rapporter les points du géométral à 
deux axes de coordonnées, en prenant la ligne de terre LL' pour 
axe des x et une droite Ly, menée par L parallèlement à une direc- 
tion dominante de la figure, pour axe des y {fig. 159}. 




Chaque point M est alors déterminé par son abscisse LA, dite 
aussi sa largeur et son ordonnée LE, dite son èloignemenl ou sa 
profondew. 

Pour cette raison, on donne à l'axe l^x le nom d'échelle des lar- 
geurs, à l'axe hy le nom â! échelle des éloignements ou des .'profon- 
deurs. 

Il s'agit, connaissant la largeur et l'éloignement, de mettre le 
point M en perspective en utilisant la méthode du numéro précé- 
dent. 
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Gomme première direction, nous adopterons tout naturellement 
ici celle de hy. Menant 0/ parallèle à Lî/, nous n'avons qu'à porter 
sur la ligne d'horizon le segment HF égal à L/'pour avoir le point 
de fuite correspondant. 

Gomme seconde direction, nous prendrons celle de la droite MR 

telle que r^rr- = -;■' k étant une constante quelconque 

Pour avoir le point de fuite correspondant, nous n'avons qu'à 
mener Od^ parallèle à MB, et à porter sur la ligne d'horiîon le 



segment FDj égal à fd^. On a d'ailleurs. 

fd, 

_J. _ AB _ t 

of ~ MA ^ ~k 



Ainsi, le segment FD, est égal au j-^^ de la distance du point 

de vue au 23oint de fuite F. 

Pour cette raison, le point D, est dit le point de dista^ice réduite 

au -n;;;;,, répondant au point de fuite F. 

Si k=^i, le point D| est simplement dit lepomi de distance répon- 
dant au point F. 

Résumons le tracé de la perspective du point M donné par la lar- 
geur X et l'cloignement y : 

Porter sur la ligne de terre lA = a; et AB == t' et tirer les 

droites AF et BD, qui se coupent au point M cherché. 

MA 
Remarquel. — Nous aurions pu tout aussi bien porter AB ^^ ~v~ 

de A vers L. Nous aurions alors eu pour point de distance réduite 
le point D'i symétrique de D, par rapport à F. On se sert de l'un ou 

de l'autre de ces points de distance réduite, suivant lapins grande 
commodité qu'on y trouve, suivant, par exemple, que l'un d'eux se 
rapproche davantage du centre de la feuille ou que les divergentes 
qui en émanent coupent les droites AF sous des angles plus 
ou moins ouverts, etc. 
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Renmrq^ue II. — Si on prend, sur la perspective, un segment PQ 
d'une ligne de front quelconque du géoinétral et qu'on joigne les 
points P et Q respectivement à F et à D,, on aura encore, dans 

MF 
l'espace, PQ ^= —r~' comme on le voit en se reportant à la partie de 

gauche de la figure 159. 

Remarque III. — On sera le plus souvent conduit à prendre pour 
droite Ly la perpendiculaire élevée en L à Lx. Le point F se confond 
alors avec le point de fuite principal a, et les points de distance cor- 
respondants sont ditspomiîs de distance principaux . 

186. Comparaison avec le trait de stéréotomie. — Afin de bien 
faire saisir la différence qui existe entre le trait de perspeclive, dont les élé- 
ments viennent d'être exposés, et le trait de stéréotomie, qui est celui de la Géo- 
métrie descriptive ordinaire, nous allons faire voir comment la construction 
précédente se déduirait de ce dernier. 

d' i' a* 




Soient [o.o') le point de vue, [m.m') le point du géométral à mettre en pers- 
pective (/î^f. 160). Le problème consiste à trouver la trace verticale de la droite 
(om.o'in). Appliquant la construction ordinaire, on mène, par le point m,, où 
ont coupe la' ligne de terre, une ligne de rappel qui donne sur o'm' le point 
Tn't cherché. 

Le principal inconvénient de cette manière de procéder tiendrait, on le voit, 
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ù l'obligation de superposer les plans eue lesquels seraient dessinés, d'une pari, 
la ligure donnée, de l'autre, sa perspective. 

Menons par le point [o.o') une honzonlale {of.o'f) dont la trace est if.f) el 
tirons par le point m la parallèle mtj. à of. 

Je dis que les poinis f, m, et ia sont en ligne droite. En eifet, on a 



Portons maintenant sur la ligne de terre le segment ii 
la droite mf^tn, qui coiipoo'/'cn d'. Nous avons 



t-.wi„ «î,/ m,r u.™ 
Donc 

Par suile, pour un même point /", le poinl d est un point fixe. 

Nous pouvons, sur un tableau diPTérent de celui T, oii se trace la perspec- 
tive, déterminer les points p. et m pour les reporter ensuite sur le tableau T où 
on a marqué les points f et d'. Il suffît alors de tirer les droites f^ et d'm^ 
pour avoir par leur rencontre le point m\ cherché. 

On retrouve bien ainsi la construction donnée directement par le trait de 
perspective, 

187. Construction des points de distance réduite 
correspond ant à un point de fuite donné. — Le point 
de vue étant défini par rapport au tableau par sa projection a sur 
ce tableau etla dislance principale Of^^:^ S, il n'y a qu'à porter sur la 

ligne d'horizon, dans un sens ou dans l'autre, )a longueur cpA|-= j- 

pour avoir un point principal de distance réduite au j^r^^ [fig. 161). 

Prenons maintenant sur la ligne d'horizon un point de fuite quel- 

1 
conque F et cherchons un point de distance réduite au j^^ corres- 
pondant. 

Si nous supposons le plan d'horizon rabalUi autour de la ligne 
d'horizon sur le plan du tableau (la partie antérieure du plan d'hori- 
zon venant sur la partie supérieure du plan du tableau), le point de 
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vue se rabattra en 0; sur la perpendiculaire clovéo en tp à Htl', 
distance 0,^ = o de ce point. 




Donc, par définition même (n^ 1<S5), la distance correspondant au 

point F seraFO,. 

F» , FO, 

Dès lors, si nous prenons F-f =7^' nous aurons FO , =— y-"-- 

et nous n'aurons qu'à rabattre FO', en FD^ sur I-IH' pour avoir le 

point Dj cherché. 

Remarquons que, sans passer par le point 0,, nous avons immé- 
diatement le point O'i en portant sur la perpendiculaire é 
à Htr la longueur 



188. Mise en i>ci-s|>eclive «l'un ensemble «le points. 

— Si on a à mettre en perspective tout un ensemble de points 
A, B, G, D, le mieux est de reporter en bloc du géométral sur le 
tableau tous les segments servant à cette mise en perspective, en 
procédant de la manière suivante (fïg. 162), 

Ayant choisi l'axe Ly auquel correspond le point de fuite F, on 
mène par les points A, B, G, D du géométral des parallèles aux 
ases Ly et LL', ce qui donne sur ces axes les points a, b, c, d, 
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et. a', b' , c, d' . Sur le bord bien iieltement rectiligne d'une bande de 
papier dont on place exactement l'origine au point L, on reporte 
d'abord les points a, h, c, d, puis les points a', 6', c', t^'. Appliquant 
alors cette bande de papier le long de la ligne déterre LL' du tableau, 
l'origine placée en L, on reporte sur cette ligne tous les points 
marqués sur cette bande. 




On obtient ainsi les points a, b, c, d, a", b", c" , d" . 

A la droite hy du géométral correspond la droite LF du tableau. 
Il suffi-t donc de joindreles points a", b" , c" , d" au point de distance D 
correspondant au point F (obtenu en portant sur HH' la longueur 
FD égale à OF du géométral) pour avoir sur LF les perspec- 
tives a', h' , c\ d\ des points de même nom du géométral. 

Les droites Aa, Bî>, Ce, Dd, parallèles à hy, ont pour perspectives 
les droites Fa, Fb, Fc, Fd. Les parallèles Aa, B6', Ce', Dd', à la 
ligne de terre restent, en perspective, parallèles à cette ligne. On a 
ainsi, en perspective, les points A, B, G, D. 

tSS9. Au surplus, on peut, dans chaque cas, faire varier la 
mise en œuvre des procédés exposés, en vue de la plus grande sim- 
plicité. 

Soit, par exemple, à mettre en perspective le plan d'escalier 
ABB^A,^ [fîg. i63). Ici on prendra évidemment pour direction hy 
celle de AA^, mais il n'y aura aucun avantage, comme nous l'avons 

fait au n" 187, à projeter les points A, A,, parallèlement à LL' 

sur hy. On reportera, sur la ligne de terre du tableau, à partir du 
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point a, les points k, A'j, pris sur la droite aA, du géométral. 

On aura ainsi les points A', A',, qui, joints au point de dis- 
tance D, donnent sur aF les perspectives A, A,, clierchées. 

En reportant le point M où AB coupe LL' sur le tableau, on a 
la perspective de AM qui coupe F6 au point B. U suffit dès lors 

de joindre les points Aj, A.,, au point de fuite de AM pour avoir 

les perspectives de A,B,, A3; Sur la figure 163, ce point de 




fuite serait en dehors des limites de l'épure. Nous verrons plus loin 
(n" 209) comment nous pourrions néanmoins tracer les droites A,B|, 

AjBj, Mais il est tout aussi simple de mettre directement les 

points B|, B^, en perspective sur F& comme A,, A,.,, viennent 

d'y être mis sur Fa, en reporlant les points &, B, B,, du géo- 
métral en 6, B', B',, sur la ligne de terre du tableau. 

190. Miisi' <'n |»ei'S|>cc(.î"vc du c-<M'cln. — Pour mettre 
en perspective une courbe quelconque, on n'a, par les procédés 
qui viennent d'être indiqués, qu'à mettre en perspective an nombre 
suffisant de points de cette courbe. 

Remarquons que la perspective, étant l'intersection par le plan 
du tableau du cône ayant son sommet au point de vue et passant 
par la courbe, si cette courbe est plane et d'ordre n^ sa perspective 
sera également une courbe d'ordre n. 

En particulier, la perspective d'une conique est une conique. 

Nous allons nous attacher particulièrement à la perspective du 
cercle, qui revient très fréquemment dans les applications. 

Deux cas sont à considérer : 
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Premier cas. — Le ceotre û du cercle est en arrière du lableaii 
[fis- 164). 

Ayant marqué sur le tableau le point de fuite principal ^ et un 
point de distance réduite correspondant, par exemple le point \^_ 

nous mettons le centre en perspective en portant sur la ligne de 
terre son abscisse en Lio et le tiers de son ordonnée ciiU en cj[i>,, et 
tirant les droites œw et Ai^j qui se coupenl en ti. 

Portant en (o« et Mb des segmonis égaux aii rayon R du cercle 





et lirant -ia et s&, on a les perspectives de k.a et de Bh sur lesquelles 
on marque A et B en menant par li une parallèle à la ligne de terre. 

Portant en (.),c, et (0|rf, des segments égaux à -^ et tirant ^^c^ et 

A,(ip on a fiui' -M les perspectives de C et D. Les parallèles à AL 

menées par ces points donnent les tangentes correspondantes MP 
et NQ. 

L'ellipse perspective, tangente en A, B, G, D, aux droites ]\1Q, 
PN, MP, NQ, est surabondamment déterminée. Nous donnerons 
plus loin (n" i91) un moyen simple de la construire. 

Il serait facile, si on le désirait, de construire les axes de l'ellipse 
perspective. En effet, les tangentes en G et en D étant parallèles, 
CD est un diamètre, et le centre I de l'ellipse est le milieu de CD. 

Le diamètre conjugué de Cl) sera dirigé suivant la parallèle à MP 
menée par L Pour avoir la longueur de ce diamètre, cherchons 
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la corde correspondante du cercle sur le géométral. Tiranl \^l qui 

coupe LL' en t^ et reportant sur le géométral i'-l ^= 3(0,*,, on a le 
point I correspondani, et par suite la corde JK. 

Il n'y a dès lors qu'à prendre sur la ligne de terre du tableau les 
segments mj et wk égaux à IJ ou IK et à tirer '.sj et 'fh pour avoir 
en perspective les extrémités du diamètre JK. 

Connaissant les diamètres conjugués GD et JK, on peut construire 
les axes de l'ellipse (n" 53). 

Deuxième cas. — Le centre du cercle est en avant du tableau 
ifîg. 165). 




Prenons la tlèche MG de l'are AGB et menons les tangentes AT, 
BT, PQ en A, B, G. 

Les points A, B, M, étant reportés sur la ligne de terre, joignons 
le dernier au point de fuite principal ». Nous avons ainsi la pers- 
pective de la droite TM. 

Pour reporter sur cette droite les points T et G, connaissant, par 
exemple, le point de distance réduite i., nous prenons sur LL' les 

segments Me rr^ -^^ et Mt = -^^ et nous tirons les droites 
A|C cl A,; qui coupent M'j en G et en T. 

Menant par le point G la parallèle PQ à AB, on a la tangente en ce 
point. 

La conique perspective, tangente en A, B, G, aux droites AT, BT, 
PQ, est surabondamment déterminée. Nous la construirons par le 
procédé donné au n" 191 . 

Auparavant nous ferons la remarque suivante : 

La conique perspective étant l'intersection par le plan du tableau 
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du cône de sommet passant par le cercle AGB, cette conique sera 
une ellipse, une parabole ou une hyperbole, selon que le plan mené 
par le sommet parallèlement au plan sécant, c'est-à-dire le plan paral- 
lèle au tableau mené par le point de vue, ou plan neutre, ne ren- 
contrera pas le cône, ou lui sera tangent, ou le coupera suivant deus 
génératrices. 

En d'autres termes, la perspective sera une ellipse, une parabole 
ou une hyperbole, suivant que la parallèle à la ligne de terre menée 
par la projection du point de vue géométral sera extérieure, tangente 
ou sécante au cercle AGB. 

Mais, quel que soit le cas qui se présente, la construction de la 
conique perspective donnée ci-dessous reste la même. 

Remarque. — On voit qu'il n'y aurait rien à changer aux tracés 
précédents si, au lieu d'un cercle, on avait une conique quelconque 
à mettre en perspective - 

191. Coiistruclioi» des coniques pei-speeiives. — Nous 
sommes, dans tous les cas, amenés à construire une conique, con- 
naissant une corde AB, les tangentes AT et HT, aux extrémités de 
cette corde, et une extrémité G du diamètre GM conjugué de AB, où, 
par conséquent, la tangente PQ est parallèle à AB {fig. 166). 




La construction reste la même que celle qui a été donnée au n" 53 
pour l'ellipse dont on connaît deux diamètres conjugués, attendu que 
cette construction est projective. 

On prend sur PC un, nombre quelconque n de points de division, 
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tels que les poiiils numérotés 1 et n — 1,2 etn-— 2,,.. /; etn — k,... 
soient symétriques par rapport au milieu de PC. 

Pour cela, ayant marqué le milieu de PC (qui est sur la droite joi- 
gnant le point T au point de rencontre des droites PM et AG), on 
prend, sur l'une des moitiés, des points autant que possible équi- 
distants, et on reporte cette division en sens contraire sur l'autre 
moitié. 

Gela fait, on tire la droite PB et on prend ses points de rencontre 

avec les droites Ai, A2, An. On joint Les points 1',^', 

{n — 1)', 71 ainsi obtenus au point G. Les droites 

Al et Un 

A2 cl C(»î— 1)' 

A/i iïl C.{>i—k)' 



se coupent sur la conique cherchée dont ou obtient ainsi autant de 
points que l'on veut. 

Prenant de même des points de division (toujours symétriques par 
rapport au milieu de PC) en dehors du segment FG, on pourrait 
achever le tracé complet de la conique ; mais il est préférable, pour 
avoir l'arc du point G au point B, de répéter la même construction en 
remplaçant le point A par le point B, le segment PC par QC, la droite 
PB par QA. 




Pour avoir la tang-enle en un point H de la conique {fifj. 167), il 
suffit de tirer HB qui coupe TM eu I et de mener par I à AB la paral- 
lèle IK. HK est la tangente demandée. 
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— La construction reste la même, quelle que soit la 
nature de la conique, et, en particulier, si le point G est au milieu 
de TM, auquel cas la conique est une parabole. Cette construction 
peut donc, dans ce cas, être substituée à celle du n" 59, 

Elle subsiste même si les points A et B sont rejetés à l'infini sur 
TA et TB, auquel cas la conique est une hyperbole tangente en G à PQ 
et ayant TA et TB pour asymptotes. Elle peut alors être substituée à 
la construction du n" 56 ('). 



102. Ci'atieulaîie. — Lorsqu'on a à mettre en perspective «ne 
courbe ou un ensemble de courbes non définies géométriquement ou 
d'une définition géométrique compliquée, le mieux est de rapporter 
ces courbes à un quadrillage régulier quel'on met en perspective. 



^ 


-^ 








y 
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^ 












^ 




L- 


^ 


i ^^4- - 


__ 


_ 




On reporte aisément sur ce quadrillage en perspective les points 
relevés sur le quadrillage régulier. Gela s'appelle craticuler. 

Ayant construit le point de fuite principal w sur la ligne d'borizon 
HH' [fîg. i68), on porte sur LL' les points de division 1, 2, 3, 4, de 
la ligne de terre, et on tire les droites si, 'pS, «S, (s4. 

Prenant sur HH' un point de distance réduite principal quel- 
conque, A, par exemple, on n'a qu'à le joindre au point 1 de LL' 

pour avoir le point 5 sur L-f. On pourrait de môme conslruire 

I >■ iii-- r.i']- il'hri:' - 'ii-ii ■'il I- il' (hhIo tie iransrai'iïiiUion spécial qiiii 

■ . I- Il ■ ■ i> ; il ■ \ ■ \iiiiales de Mathèmatiqucx fp. 3301, 

i.i.'i- Il ■ ■■■ i , ..1 I. ■ I |ir la considératioji dos fiiisceaii.\ 
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tes autres points de division sur L» ; mais il est plus espédilir, 
ayant le point o, de recourir à un procédé qui sera donné plus loin 
(n° 199, 1"). 

193. Cliaiifiemenl, «réehollo. — Nous avons supposé jus- 
qu'ici que l'échelle adoptée pour le tableau était la même que celle 
du géométral. Voyons maintenant comment s'effectuera la mise en 
perspective lorsqu'on fera choix d'une échelle différente. 

Ayant d'abord tracé la ligne de terre L|L'^ et la ligne d'horizon 
HjH', du tableau construit à la même échelle que le géométral, 
marquons sur H|H'| le point de fuite F et le point de distance D, 
répondant à la direction Ly ipg. 169). 



Cela fait, anipUiions tout le tableau dans un rapport quelconque />., 
homothétiquemoit par rapport au point l'\ Nous n'avons pour cela, 
après avoir choisi arbitrairement le point L, par exemple, sur FL,^ 
qu'à tirer les parallèles LH, LL', L'H' à L^H,, L,L',, L'|H',. 

Par rapport au nouveau tableau, le point de distanccl"), de l'ancien 
devient le point D^. 

Appliquons dès lors la régie formulée pour la mise en perspective 
à la fin du n" 185. 

Nous prenons, à Véchelle du tableau, le segment ha égal à la 
largeur du point M. Pour cela, nous portons cette largeur, à 
y échelle du géométral, en L^a,, sur L,L\, et nous tirons Fn,. 

Nous prenons ensuite, toujours à Yéchelle du tableau, le segmt nt 

am égal au j-^^ de l'éloignement. Mais, puisque le rapport d'ampli- 

1 
Hcation est précisément égal à /t, le t^ de l'éloignement à J'écbelle 
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(lu tableau sera cet éloignement lui-même, à Véchelle du gèométral. 
Nous n'avons donc qu'à reporter «m, pris sur le gèométral, sur LL' 
à la suite de La et à tirer jmD^, ce point D^ n'étant autre que le 

point D| de tout à l'heure. 

En résumé, la construction est la suivante: porter sur L,L'| 
{échelle des largeurs) h^a^ égala la largeur prise sur le gèométral ; 
tirer Fa^ qui coupe LV en a; porter sur LL', en am, V éloignement 
AM pris sur le gèométral et tirer mDj^ qui coupe Fo au point M 
cherché. '' 



B. 



■ CoHslrucl-ions directes sur le tableau, 



lîM. Constructions relatives aux angles. — Supposons 
que par le point A de la droite du gèométral, dont la perspective est 
AF, on veuille mener une droite faisant avec celle-ci un angle a 
connu, et proposons-nous 

d'obtenir directement la ^^^^ 

perspective de celte droite. 

Rabattons le plan d'ho- 
rizon sur celui du tableau. 

Le point de vue se rabat 
en 0| sur la perpendicu- 
aire élevée au point » à 
la ligne d'horizon HH' 
[fîg. 170), et à une dis- 
tance de ce point -f égale 
à la distance principale 3. 

Le rayon OF étant rabattu en OjF, il suffit de mener par le point 0, 
la droite 0|F' faisant avec OF l'angle a pour avoir en F' le point de 
fuite de la direction cherchée. 

Si l'angle y. est droit, c'est-à-dire si les points de fuite F et F' 
correspondent à deux directions rectangulaires, on a (pFXçF' = 3". 

Il arrivera le plus souvent que la figure AFOF' sera trop grande 
et que les points F, Oj , F', sortiront des limites de l'épure. On pourra 
alors construire une figure homothétique par rapport au point -f . 

Prenons, par exemple, sur «A le point a tel que -fa^ 'y ^-^f ^^'' ^^ 
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perpendiculaire élevée en o à HH' la longueur '^o, = -. Nous n'au- 
rons qu'à mener par a la parallèle a/'à ÂP, àtirer/op à faire en o, 
l'angle /b,/' égal à v., enfin à mener par A une parallèle à af, pour 
avoir la perspective cherchée. 

105. Co lis li'u étions relatives aux longueurs. — Sup- 
posons que nous ayons à porter une longueur l à partir du poitil A 
sur la droite AF (flg. 171). 

Nous commençons par déterminer 
(n" 186) un point de dislance réduite, 
par exemple le point D, , relatif au point 

F. Nous portons sur l'échelle des lar- 
geurs (supposée confondue ici avec la 
ligne de terre, ce qui revient à suppo- 
serl'écïielle du tableau égale à celle du 

géométral) le segment ab^x; nous 

tirons ensuite la parallèle AB^ à LL' 
qui coupe Ffo en B^ ; le segment AB,, du géométral est égal 
à ab, puisque FA et FB,, sont les perspectives de deux droites paral- 
lèles. Il n'y a doiic qu'à tirer la droite BuT), pour avoir le point R 
cherché. ■' 

196. Milieu perspectif. — La perspective du milieu du 
segment AB considéré sur le géométral est dite le milieu perspectif . 
du segment AB considéré sur la perspective. 

Ayant joint le point B à un point F' quelconque de la ligne d'hori- 
zon {fig. 172), nous n'avons qu'à mener la parallèle AB,, à HH', à 
prendre le milieu Mg de ce segment et à tirer F'Mg pour avoir le 
point M cherché sur AB. En etïet, les droites MM,, et BB,,, se ren- 
contrant en un point delà ligne d'horizon, sont les perspectives de 
droites parallèles du géométral. Bouc, sur le géométral, le point M 
divise AB comme My divise AB^, c'est-à-dire en est le milieu. 

Pour n'avoir pas à prendre le milieu de ABq, on n'a qu'à se 
donner arbitrairement AM^, qu'on reporte en M^B;, ; à tirer BBg, qui 
donne F', puis F'M^, qui donne M. 

On peut encore remarquer que, si l'ou mène par F uno droite quel- 
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conque qui coupe on A' el en B' les parallèles à HH' men(5es par A 
et B {fig, 173), la figure AA'B'B est la perspective d'un parallélo- 
gramme du géométral. Il n'y a donc, par le point de rencontre I des 



F' F 

"Or ~\ 




diagonales AB' et A'B, qu'à mener une parallèle à AA' pour avoir le 
point M cherché. 

L'une ou l'autre de ces constructions montre que le point M est 
le conjugué harmonique du point de fuite Fpar rapport auxpoinfs 
A et B. 

En effet, la première, par exemple, montre que le faisceau 
(F'.AMpByF) est harmonique. Donc, en coupant ce faisceau par la 
droite AI^, on obtient une ponctuelle harmonique (AMBF). 

107. Coiislrvietion d'un cercle rfonl o» connaît uii 
(liamèlre en pei'spcclive. — Soil AB {flg. ilA] le diamètre 



'i 




f Hi 


/ 


r' 






{\"-^< À 


/ 






/'■- 


^^■^^^^k 






"t 


^ 


\ AKy^^ 


^ 










Â 






V^- 






/ ^-^/C^ 






> 


■*^ï^'"\ ^ 


y 


"-., 




■^ « 

















donné. Par Tuno ou l'autre des constructions précédentes, on cons- 
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truit son milieu perspectif li, qui esl le centre perspectif du cercle 
dont on cherche l'ellipse perspective. 

Ayant construit (n" 187) le point de distance réduite Dj^ corres- 

3 

pondant au point F, nous n'avons qu'à tirer D^Q et a mener par A 

la parallèle AAy à LL' pour avoir en AA^, à l'échelle du pian de 
front de A, le tiers du rayon (n" 195). Tirons dès lors FA^ qui coupe 
en m la parallèle à LL' menée par il, et portons sur cette droite 
ûM = liN ^ Ziim. Nous avons ainsi la perspective MN dudiamètre 
de front du cercle cherché. Prenant Un ^ tlm, et joignant les 

1 
points met n au point de dislance principale réduite au -■. nous avons 

en P et en Q sur la droite ii'f les perspectives des extrémités du dia- 
mètre perpendiculaire à MN sur le géométral . 

Nous savons qu'en M et en N les tangentes à la perspective cher- 
chée sont tpM et fN, tandis qu'en P et en Q ce sont les parallèles 
àMN. Nous nous trouvons aiusi dans le même cas qu'au n° 190 
(premier cas), et nous pouvons appliquer la construction du n° 191 

Si, en particulier, nous voulons la tangente en un des points don 
nés, le point A, par exemple, sans avoir à construire, comme il a 
été dit au n" 194, la perpendiculaire en A à AB, nous n'avons qu'à 
appliquer la construction donnée au n" 191 : tirer AM qui coupe 
ûQ au points, et mener ST parallèlcmenl à MN ; AT esl la tangente 
demandée. 

108. Divi^^ioii d'un segment de droite dans un l'ap- 
p4H'l donné. — E4'l»olles divercjenles. — De même que le 
milieu perspectif M de AB s'obtient 
en prenant le milieu M„ de ABy et 
tirant F'M^ {fig. 175), F' étant, d'ail- 
leurs, un point quelconque de la 
ligne d'horizon H'H (n" 196), de 
même, si P„ divise AB(, dans un 

P A 
certain rapport .,' ■ = /., le point P 

où F'P(, coupe AB esl la perspec- 
tive du point qui, sur le géométral, 
divise AB dans ce rapport À. 

Le rapport anharmonique de la ponctuelle AM.jPoB,,, égal à /, est 
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égal aussi à celui de la ponctuelle AMPB, puisque ces deux ponc- 
tuelles sont données par l'intersection de deux droites différentes 
avec un même faisceau (F'. AMPB), et ce rapport anharmonique Âesl 
celui même du faisceau. 

Prenons dès lors, en dehors de l'épure, un segment de droite ab 
quelconque {fig. 176) sur lequel nous marquons son milieu m et le 



point |), tel que 



, et joignons les points a, m, p, &, à »n point 




S quelconque, de préféronce suf la perpendiculaire élevée à ah en 
son milieu m. 

Le rapport anharmonique de ce faisceau est égal à À, Relevons 
alors en A,, M,, B,, sur le bord bien 
nettement rectiligne d'une bande do 
papier, les points A, M et B du tableau 
et plaçons cette bande de papier sur le 
faisceau S de façon que le point A, 
tombe sur Sa, B, sur S?» et M, sur Sm, 
ce qui se fait par un tâtonnement très 
rapide. Puis, marquons le point P, où 
le bord de la bande de papier ren- 
contre Sjî. Le rapport anharmonique de la ponctuelle A,MjP|Bj, 
égal à celui du faisceau (S.am^aô), est égal à 5>. Donc, si nous 
replaçons le segment AjB, de la bande de report en coïncidence avec 
le segment AB, le point P, nous donnera sur AB le point P cherché. 
Le faisceau {S.ctmpô) est dit une échelle divergente pour le rap- 
port 'i-: Une telle échelle, dont l'idée est due à M. Pillet, permet, 
quel que soit le segment AB pris sur la perspective, pourvu qu'on 
ait marqué son milieu perspectif M, d'obtenir immédiatement sur ce 

PA 

segment le point P tel que prr ^= À. 

Remarque. — Pour repérer la position du segment AB, nous nous 
sommes servi de son milieu perspectif M, parce que, d'une part, ce 
point est très aisé à construire, et que, de l'autre, il se trouve entre A 
etB, ce qui est un avantage ; mais on pourrait aussi bien prendre 
tout autre pointdivisant AB dans un rapport connu, par exemple 
le point defuite P [fig. 1T5), perspectif de celui à l'infini. 

Le rayon correspondant de l'échelle divergente, sur lequel on 
aurait à amener le point Pj serait la parallèle à ab menée par S 
»• 176). 
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199. Ap|>licaUons diverses des échelles divcrf)eii- 
tes. — L'emploi des échelles divergentesperraet de résoudre immé- 
diatement tous les problèmes qui se ramènent à la division d'un seg- 
ment de droite dans un rapport donné. En voici quelques exemples : 

1" Division d'un segment de droite en parties égales. — Si on 
construit une échelle divergente en joignant un point S à des points 
1, 2, 3..., régulièrement espacés sur une droite, on peut, au moyen 
de cette échelle, diviser un segment de droite, donné en perspective, 
en un nombre de parties égales compris entre 3 et n. 

Sur la flgure 177, on a pris n ^= S. 



.^ 



Soit dès lors à diviser AB, dont on a pris le milieu perspectif M, en 
cinq parties égales. Ayant relevé les points A, M, B, sur une bande 
de papier en A,,, M,, Bj, reportons-nous sur l'échelle divergente en 

amenant le pointA,|Sur SO, M, sur SS^ et B sur S5. Marquons sur la 

bande de papier les points i,, 2,, Sj, 4j, aux points où le bord est 
coupé par les divergentes S,, Sj, S.p S,^. Nous n'avons plus qu'à 
reporter ces points en 1,2, 3, 4, sur la perspective. 

2" Inscription des polygones réguliers dans le cercle. — Soit à 
inscrire dans un cercle un polygone régulier de An côtés. On peut 
toujours être ramené à ce cas en doublant ou quadruplant le nombre 
des côtés. Donnons-nous le sommet A et proposons-nous de cons- 
truire les autres sommets de ce polygone régulier inscrit dans 
le cercle, dont les diamètres rectangulaires AB et CD ont été mis 
en perspective, ou, ce qui revient au même, pour lequel on a mis 
en perspective le carré circonscrit MNPQ [fig. 178). 

On voit que les sommets projetés soit sur AB, soit sur CD, 
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donnent les mêmes ponctuelles composées des extrémités de ces 
diamètres et de 2.n — i points intermédiaires, dont le centre. Ces 
ponctuelles sont, d'ailleurs, encore les mêmes lorsqu'on projette les 
sommets sur un quelconque des côtés du carré MPNQ. Il suffit donc 




de construire l'échelle divergente correspondant à cette ponctuelle 
unique pour pouvoir reporter sur les côtés MPNQ en perspective 
les ponctuelles correspondantes. 

Prenons, par exemple, l'hexagone régulier ASTBUV et, pour avoir- 
à construire une seule échelle divergente, doublons le nombre des 
sommets, de manière à le rendre divisible par 4. Nous obtenons ainsi 
sur le diamètre AB la division A12345B que nous prenons pour 
base 0123456 d'une échelle divergente de sommet S, ce sommet 
étant sur la perpendiculaire élevée à la base par le point 3. 

Reportant successivement sur l'échelle divergente les côtés du 
carré MQNP mis en perspective avec leurs milieux perspectifs A, D, 
B, G, en plaçant les extrémités de chaque côté sur SO et S6, et 
leurs milieux perspectifs sur S3, ona les ponctuelles 12345 corres- 
pondant à chacun de ces côtés. Les intersections des droites joi- 
gnant deux à deux les points correspondants des ponctuelles opposées 
donnent les sommets S, T, U, V, cherchés en perspective f). 



(1) Les câtés opposés de cet hexagoi 
parallèles sur le géomélral doivent s 
vérification du tiiéorème de Pascal. 



'. perspectif élanl, les perspeciivos de droites 
couper sur la ligne cl'horiïon. C'est là laie 
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3° Construction des cercles concentriques à un cercle donné. — 
Supposons que nous ayons construit la perspective d'un cercle de 
rayon Rg et que nous voulions construire les perspectives de cercles 
concentriques à celui-ci et de rayons R,, R„, R:i,... 




Construisons une échelle divergente [fig. 179) en portant sur sa 

base, de part et d'autre du point «i, les rayons R(,, R,, Rj, R^, 

ce qui donne les points Cy, Op a^, a., et h^,, 6,, h„, b.^... 

Gela fait, prenons un diamètre perspectif quelconque \B^ du 
cercle perspectif tracé, reportons-le sur l'échelle divergente en ame- 
nant te centre perspectif ii sur Sw, et les extrémités A^,Bj| respective- 
ment sur Sflp, S&y. Marquons les points oit ce diamètre est coupé par 

les divergentes Sa,, Sa-,, Ba.^, Sb^, Sb.,, Sè.„ et rapportons 

ces points sur la perspective. Nous avons ainsi les points A,, A.-,, A.,,,.. 
B,, B„, B.|, appartenant aux perspectives cherchées. 

C. — Déplacement du Ljèométral et du point de vue 

200. Abaissemcnl *Vu géométral. — Si, le point de vue 
restant fixe, on abaisse le goométral dans le sens de la verticale pour 
amener la ligne de terre de LL' en L,L'j, chaque point M du géomé- 
tral se déplace sur la verticale correspondante {fig. ISO). 
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Joignons le poiiil M à un point quelconque F de la ligne d'hori- 
zon. Nous avons ainsi la perspective d'une droite du géométrai pas- 
sant au point M. Le point A 
de cette droite s'abaisse en 
A^ ; son point de fuite F ne 
varie pas, puisque le point 
de vue, d'une part, et la 
direction de la droite, de 
l'autre, restent invariables. 
La nouvelle perspective de 
la droite est donc A|P, qui 
coupe la verticale MM; au 
point M| cherché. 

Puisque les points cor- ""' ^' ■^' 

respondants M et M, sont 

sur une même perpendiculaire à IIH' et que les droites correspon- 
dantes AM et A,iMj se coupent sur HH', on voit que la première et 
la seconde perspectives sont des figures Iiomologiques, HH' étant 
l'axe d'komologie , et le centre d'homologie étant à l'infini dans 
la direction pe-ipendiculaire à HH'. 

201. Relèvement de ïroiit du (jéuiiié(i-al. — 11 est 

souvent commode, pour effectuer certaines constructions sur le géo- 
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métrai, de relever celui-ci, en lo faisant tourner autour d'une de ses 
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lignes de front, de manière aie rendre vertical, et de le ramener 
■ensuite dans sa position primitive. 

Soit AA' la ligne de front du géométral, que nous prenons comme 
charnière {fîg. 181). 

La droite qui joint le point M au point de fuite principal o étant 
perpendiculaire au tableau se relève suivant la perpendiculaire mM, 
à la charnière. Si, en outre, on joint le point M au point de distance 
principal i, on a en mM^ la vraie grandeur (à l'échelle du plan de 
front de trace AÂ') de la distance mM. Il suffit donc de reporter mM„ 
en mM, pour avoir le point M,, relèvement de M. 

Dans l'espace, le- triangle MmM,, rectangle en m, est isocèle. La 
■droite MM^, située dans un plan de profil, est donc inclinée à 45* 
sur le géométral. Son point de fnite F s'obtient, par suite, en prenant 
sur la perpendiculaire élevée en 'f à HH' le segment »F égal à la 
■distance principale «i. 

L'emploi de ce point de fuite simplifie considérablement la cons- 
truction. Soit, par exemple, le point P à relever. Le tracé se bor- 
nera au suivant: tirer fP qui coupe AA' enp; élever enpà AA' une 
perpendiculaire qui coupe FP en P,. 

Cette construction, prise en sens inverse, permet de revenir du 
point P| au point P. 

Si le point F se trouve trop éloigné pour qne son emploi soit com- 
mode, on prend sur 'fF un point divisant ce segment dans un rap- 
port simple, par exemple le point F^^, situé au tiers de ^F. On 

tire F.P qui coupe 'pY'^ au point P., et on triple PP, pour avoir P,. 

3 3 3 

On voit que les segments MM,, PP, sont les cordes des arcs 
décrits pendant le relèvement parles points M et P. Pour cette rai- 
son, la méthode, dont on vient de donner un premier exemple, a 
reçu le nom de méthode de la corde de l'arc. 

Remarque I. — Puisque les points situés sur la charnière AA' 
restent fixes pendant le relèvement, une droite quelconque de la 
perspective et cette droite relevée se coupent sur AÂ'. D'autre part, 
un point quelconque M et son relèvement M,, sont en ligne droite 
avec le point F. Donc la figure en perspectim et la figure relevée 
sont homohgiques, AA' étant l'axe, et F le centre d'homologie. 

Remarque II. — Des droites du géométral parallèles en pers- 
pective se coupent sur la ligne neutre (n" 175). Pour trouver le 
relèvement de cette ligne neutre, qui est nécessairement parallèle 
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à AA', il suffit donc de chercher le relèvement du point dont ia pers- 
pective est à l'infini du tableau dans une direclion quelconque, par 
exemple dans la direc- 
tion perpendiculaire h 
AA'. 

Prenons donc la droite 
MPperpendiculaireàAA' 
et cherchons le relève- 
ment du point à l'infini 
sur cette droite ()^(7. 188). 
Ce relèvement 1 étant en 
ligne droite avec ce point 

à l'infini et le point F, 

sera sur Ftp. 

Relevons maintenant 

un point quelconque de 

MP, par exemple le poini 

M, situé sur 'fA. Le re- 
lèvement M| de ce point 

est, d'après ce qui pré- " 

cède, à la rencontre de FM et de AH. 

M,P, relèvement de MP, donne donc le point I sur F'f . 11 suffit de 

mener par I la parallèle N|N',, à AA' pour avoir la droite neutre 

relevée. Comme on a 
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on voit que FI ^=-fR, ou que El = -fF, c'est-à-dire la distance prin- 
cipale. Donc la ligne netftre relevée s'obtient en menant à la 
charnière AA' une parallèle qui en soit éloignée de la distance 
principale. 

Si une droite est, en perspective, parallèle à une direction don- 
née, son relèvement passe par le point de N^N', qui se trouve sur la 
parallèle à cette direction menée par le point F. De là le moyeu de 
mener à une courbe perspective une tangente parallèle à une direc- 
tion donnée, 

lïO^. Alféi*atÎ4>ii <1<' la iHM-spcctîve produite pai' un 
«léplaoemcnl (|u<.'l4MMii|iie «le l'œil. — Supposons que l'œil 
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se déplace d'une manière quelconque dans l'espace, devant le tableau 
où se fait la perspective. La ligne d'horizon H^H'^, le point de fuite 
principal»,, et le point de distance principal i„ sont, après le dépla- 
cement de l'œil, rempla- 
cés respectivement par 
H,,H\,o^eti,(;î(?.183). 
Pour avoir la perspec- 
tive d'an certain point, 
nous avons, dans le 
premier cas, porté sur 
l'échelle des largeurs 
LL' sa largeur Lm et 
son éloignement mm', 
puis tiré s^m et V*'' 
"" '"" dont ia rencontre nous 

a donné le point M,,, 
Dans le second cas, la largeur et l'éloignement du point n'ayant 
pas varié, les points m el m sont les mêmes, et nous avons, en tirant 
Ojm et Ajm', le point M,i. 

La remarque précédente, appliquée au point de rencontre G de 
ifi^i et de «||?|, montre que ce point reste invariable de la première 
à la seconde perspective. C'est donc la trace sur le tableau du 
rayon joignant la position initiale Og à la position finale 0, de l'œii. 
Figurons-nous dans l'espace les rayons O^M^ el 0,|M,, qui donnent 
les points M„ et M,. La droite M„M,, étant l'intersection du plan 
0„0,M et du plan du tableau, passe par le point G où la droite 0„0, 
rencontre ce tableau (^). 

Dès lors, pour avoir la nouvelle perspective Mj d'un point dont 
M(, est la première perspective, il n'y a qu'à tirer » ^M,, qui donne m, 
puis o^m et CMy dont l'intersection est le point Mj. 

On peut, d'ailleurs, au lieu du point de fuite principal 'j,,, se ser- 
vir de tout autre point de fuite P,, pris sur H„H'j| en remarquant 
que le point F, correspondant est à la rencontre de HiH\ et de GF,,. 
On voit que le déplacement du point perspectif, nul au point G et 



(^) Ce r&ultat peut également être éUibli par les considëral.ions suivantes. Puisque 
les couples de droites çoMo et <)),M|,AoMoetiiM,,Ao9o et A,?, se coupent respecti ve- 
meut sur LL', les triangles M^Ao^)), et MiAiipi sont homologiques. Par conséquent, 
ies droites «joç,, AnA, et M|,M| Joignant les sommets homologues concourent en un 
mâme point C. 
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sur la droite LL', reste très petit dans le voisinage, C'est pourquoi 
la perspective tracée pour la position 0„ du point de vue donne à 
l'œil placé en 0,, dans le voisinage, à peu près la même impres- 
sion que la perspoclive qui serait rigoureusement construite pour ce 
poiiU, 



D. — Hestitation perspective du gèométr al 

1103. Problème «jénéral de la l'estîtutioii perspec- 
tive «lu géoméli'rtl. — Le pi'oblème qui consiste à restituer le 
plan du géométral d'après la 
perspective supposée connue 
porte le nom de restitution 
perspective. 

Une telle restitution s'effectue 
immédiatement lorsqu'on con- 
naît les points principaux de 
fuite et de distance entière ou 
réduite, tp et i^ {fig. 184). 

On sait, en effet (n" 184), 
que, si on tire fM et A^M qui coupent LL' eu m et en m', les coor- 
données sur le géométral du point M, rapporté à LL' et à la per- 
pendiculaire Ly à celte droite, sont, à l'éclielle du tableau 




tiO^. UesUluLioii pei'spCfXivo connai^^suiit deux 
poiiils de Juîte el deux points de distance corres- 
pMiidanls. — Puisque le point de vue est à une distance du 
point de fuite F égale à FD, si l'on rabat le plan d'horizon sur le 
tableau, le rabattement 0, du point de vue sera à la fois sur le 
cercle de centre F el de rayon FD et sur le cercle de centre F' et 
de rayon F'D' {fig. 185). Ayant ce rabattement 0,, on n'a qu'à 
abaisser de ce point la perpendiculaire Oj* sur HH' pour avoir à 
la fois le point de fuite principal '1> et la distance principale 0,,*. 

Supposons maintenant que, les points D et D' se trouvant hors des 

GÉOM. DB3CMP. 13 
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limites do l'épure, on ne dispose que des points de distance réduite 
D^ et D'|. 

k k 

Formons la figure homothétique de la précédente par rapport à un 



.-'' 


\ 




'%. 


I" D d; f^$ d, Jl_D'f -i' F 



point quelconque, le point F par exemple, en prenant un rapport 
d'homotliétie égale ày 

Le cercle de rayon FD sera remplacé par le cercle de rayon FD, ; 
le cercle de centre F' et de rayon F'D', par le cercle de centre /', tel 
que F/' =^^- —. — et de rayon /''/ ^^ F't*j- I^-e point de rencontre o, 



FO, 



des deux nouveaux cercles se trouve sur FO,, et on a Fo, 

Si donc on abaisse du point o,, la perpendiculaire o,» sur HH', on 

a îe point de fuite principal '^ en prenant F* tttt ft x F^. En outre, 

0,'U 
j|ï) = — 1— ■ Il suffit de porter sur HH , à partir de '^I>, un segment 

<I>A, égal à 0\'i pour avoir un point principal de distance réduite au 
jï^^- On est ainsi ramené au cas du numéro précédent. 

205. Restitution perspective connaissant les pers- 
pectives (le deux seçimcnls de droites de lonyueui's 
données. — Nous supposons connues les perspectives AB et A'B' 
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de deux segments de droites doiitles longueurs sur le géométral 
sont l et t. 

Si nous connaissons, 
en outre, la hauteur du 
point de vue au-dessus 
du géométral, nous 
pouvons tracer la ligne 
d'horizon HH' (') et, 
. par suite, avoir les 
points de fuite F et F' 
des droites AB et A'B' 
{fig. 186}. 

A partir du point a. 
où AB coupe LL', por- 
tons, à l'échelle du 

tableau, ab =^- r- h étant un entier quelconque, puis lirons ^h et AB,, 

parallèle à LL'. Nous avons ainsi, à l'échelle du plan de front du 
point A, 




Si donc nous tirons BB,,, cette droite coupe HH' au point D 
répondant à F. 

De même, portant ab' =^ -r,- on déduit de là, par la mémo cons- 
truction, le point D'^ répondant à F'. 

On est ainsi ramené au cas traité dans le numéro précédent. 

200. Rcstîlulîon perspective connaissant les pei's- 
pectives de deux angles de grandeurs données. — 

Noos supposons toujours connue la ligne d'horizon HH'. 

Soient FAG et F'A'G' les perspectives d'angles connus de gran- 
deur a et «' {f%g. 187). 

D'après la construction même des points de fuite (n" 177), on voit 



(') La ligne il'horizon peuL eucoi' 
deux couples de di'oitcs parallèles, i 
r.oncoùfantes sur la ligne (riioriïOH. 



<Hrfi.ti'!icéc si oti coiinail la pei'specLivii de 
s perspectives étauL tipux couples de droites 
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que, dans le pian d'horizon, les angles FOG et F'OG' sont respecti 

vement égaux à a et à 
a. Donc, si l'on rabat 
le plan d'horizon sur le 
tableau, le rabaUement 
0, du point de vue se 
trouve à la fois sur le 
segment capable de 
l'angle « décrit sur FG 
et sur le segment ca- 
pable de l'angle *' dé- 
crit sur F'G'. Connais- 
sant ce point 0^, on n'a 
qu'à abaisser sur HH' 
la perpendiculaire 0,,f et à rabattre çO, en -si pour avoir les points 
principaux de fuite et de dislance -f et i. 

Si les points F, F', G ou G', ou seulement plusieurs d'entre eux 
sont en dehors des limites de l'épure, on emploie le même artifice 
qu'au n" S04, c'est-à-dire qu'on prend les cercles homothétiques des 
précédents par rapport à un point n» quelconque de HH', le rapport 

d'homotbétie éianf r- 
k 

Si ces nouveaux cercles se coupent au point 0',, qui se projette 

en a' sur HH', on a les points principaux de fuite et de distance 

1 
réduite au rsTe ^n portant sur HH les segments M-f = ^.(L>a , et 



207. Restitution perspeclîvt^ cou liai s*ïaiil la pers- 
l>e<'livt' d'un carré. — En prolongeant les côtés opposés AD et 
BC, d'une part, AB et DG, de l'autre, on obtient des points F et G de 
la ligne d'horizon qu'on peut, par suite, tracer (') {flg. 188).- 

Il suffit ensuite de remarquer que, puisque, d'une part, un quel- 
conque des angles du carré est droit, de l'autre, l'angle BIG des 



(I. Si !(]? poiiilsF et G sont hors des limites de rrpure, il siiCli 
k: |ioiul. Il l'st conjugué liarmouique dn point I par rajiport mr 
i]ui iieimeL de le constraire aisément. On n'a plus ensuite c[«'à . 
point de l'om-outre inaccessible de AB et CD (Voir n" 209). 



points A lit C, < 
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diagonales est droit aussi, on est ramené au cas da numéro précé- 
dent avec cette simplification que, ici, les deux angles donnés élant 
droits, les segments capables seront des demi-cercles. 




Bans le cas particulier où, sur la perspective, deux des 
côtés AD et BG sont parallèles [flg. 180), la couslruction se 
simplifie beaucoup. En effet, 

dans ce cas, les côtés AD et BG ^ d-L y 

étant parallèles à la ligne d'ho- "\ ;' /; 

rizon, les perspectives des deux \, j ,.'' / 

autres côtés AB et GD passent 

par le point de fuite principal ». 

En menant par le point ^ une 

parallèle à AD on a la ligne 

d'horizon. En outre, puisque, sur 

le géométral, les côtés AD et 

GD sont égaux, il suffit de tirer 

AG pour avoir, sur la ligne 

d'horizon, le point de distance principal i. Connaissant a et A, on est 

ramené au cas du n° 203. 

Si i est hors des limites de l'cpure, on prend le point A^ tel que 




et on tire GA^ qui donne sur la ligne d'horizon i,. 

-ÏOÏt. Ueslilulioii perspeetÎA'e oonnaîssanl la pors- 
peclive d'un cercle avec son centre. — Si on se reporte 
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à ce qui a été dit au n" 190, on voit que, si li est la perspective du 
centre du cercle et I le centre de l'ellipse {fig. 190), le point de 
fuite principale o est sur le diamètre III et que la direction de la 



ligne d'horizon est celle du diamètre conjugué de Ui, c'est-à-dire 
des tangentes à l'ellipse aux extrémités G et D du diamètre I£i. 

Traçons la corde AB par £i parallèlement à ces tangentes. Les 
tangentes à l'ellipse en A et B passent aussi par le point de fuite 
principal ». Ce' point est ainsi déterminé, et en menant par » une 
parallèle à AB on a la ligne d'horizon. 

Puisque, sur le géométral, NP = NQ, il suffit de tirer PQ pour 
avoir sur cette ligne d'horizon un point principal de distance i. 

De même, en tirant PD, on aurait un point principal de distance 
réduite à la moitié A,. 



SUR LE TRACÉ DES DEOrfES JOIGNANT DES POINTS DONNÉS AU POINT DE COKCOUKS 
INACCESSIBLE DE DEUX DROITES DONNÉES 

S09. Constructions géométriques. — On peut donner un très 
grand nombre de constructions pour la droite joignant un point donné M an 
point de concours inaccessible de deux droiles données d eld (^). 



n ISSC, dans le Joui-iial de Mailiemaliques élén 
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Il suffît, par exemple, d'abaisser du point M les perpendiculairee MA et MA' 
sur ces droites [fig. i91) et de prendre le point de rencontre de chacune de ces 
perpendiculfiires avec l'outre droite. On a ainsi les points B et B'. En vertu du 





théorème des trois hauteurs, la perpendiculaire abaissée de M sur BB' passe 
par le point de rencontre de rfel tf . 

Si on a une série de points sur une ligne droite AB {fig. 192), il suffît, après 
avoir mené une parallèle quelconque A'B' à cette droite, de tirer les parallèles 
MiN,, MjNï, M3N3 à cf, puis N,M',,NjM'3, N^M'j à d. Les droites M, M',, 
M, M,', M5M', sont les droites cherchées. 




Si la droite AB est parallèle à une des droites données, d par exemple, la 
construction ne s'applique plus. Il suffit alors, ayant tracé une parallèle quel- 
conque A'B' à AB {fig. 193) de joindre les pointa A, M,, Mj, M3, à un point P 
quelconque de ef, ce qui donne sur A'B les points a,m„ m^, m-^, et de reporter 
la ponctuelle awi^mjmi en A'M'^M'aM'j. Les droites M.M',, M^M'-^, M^M'^ sont 
les droites cherchées. 

SIO. Emploi du le brisé. — On peul aussi, si on a un très grand 
nombre de pointa à joindre au point de concours inaccessible de d e\. de rf , 
recourir à l'emploi du té brisé, imaginé par M. Pillet. 

Ce té se compose easentiellementd'un axe IlGetdedeux bords rectilignes HA 
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et Hli, également inclinés sur IIC {fig. 194). Si l'angle que fait chacun de ces 
bords avec la perpcndicLilairo élevée en H à HC est égal à a, on dit que le té 
est d'angle a. Les droites HA, HB, HG 
seront découpées soit dans une feuille de 
papier un peu fort ou de celluloïd, soit 
dans nnemince planchette de bois, comme 
le montre la figure 194. Mais, pour les expli- 
caliona qui vont suivre, nous réduirons le 
té au système des trois droites HA,HB, HC. 
Plaçons Taxe du té le long de la droite 
d [fig. 195), son sommet H étant en un 
point quelconque de celle droite, et appe- 
lons I et J les points où Ses bords HA et 
HB coupent le cercle décrit sur HS comme 
diamèlre, S étant le point de concours 
supposé inaccessible des droites d et d. 

Si nous déplaçons le té en astreignant 

ses bords à toujours passer par les points 

I et J (par exemple, en les appuyant 

contre des épingles fixées en ces points), 

'-' l'angle IHJ étant constant, le point H 

'*" décrira l'arc IHJ du cercle HS. En outre, 

la droile HG, étant la bissectri(^e de l'angle IHJ, passera constamment par le 

point S. n sulfira donc d'amener l'axe HG à passer par un point quelconque 



W 




pour avoir la direction de la droite joignant ce point au point S. Tout revient, 
par suite, ayant tracé les directions primitives HA et HB des bords du lé, à 
marquer sur ces droites les points I etJ où elles rencontrent le cercle HS non 
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tracé. Ces pointa I et J se trouveront sur les bords H' A' et 11 B' du té lorsque 
l'axe de celui-ci coïncidera avec la seconde droite d. Pour avoir celte seconde 
position du té, il suffira de connaître la position correspondante H' de son 
sommet. Or, langle HH'S étant inscrit dans une demi-eirconrérence est droit. 
Donc, le point H' est le pied de la perpendiculaire abaissée de H surrf". 

En résumé, ayant choisi arbitrairement le point H sur d et projeté ce point 
en H' sur d\ il suffit de placer successivement l'axe du té en HC sur d et en 
H'C sur â et de tracer, dans chacune de ces positions, les directions HA et HB, 
HA' et H'B' que prennent ses bords pour avoir les points I et J. Il suffit ensuite 
d'appuyer les bords du té contre ces points pour que son axe passe conslam- 
ment par le point de rencontre des droites d et d'. 

Le ctiarap dans lequel p^^ut se déplacer l'axe du té est limité aux droites 
SI et SJ. Pour franchir ces limites, il suffit de recommencer la même opération 
en prenant pour droite d, soit la droite SI, soit la droite SJ, et pour droite d' 
une des droites concourantes en S, précédemment tracées entre d et SI, ou 
dai SJ. 



SU. Il arrive, dans certaines applications, que, aprèsavoirjointun premier 
ensemble de points au point inaccessible S, on a à en joindre un second au 
point de concours également 
inaccessible S^ d'une droite r/j, q^ 

(qu'on peut toujours supposer 
menée par le point H de la pre- 
mière fjgure, le choix de ce 
point étant arbitraire] et de la 
perpendiculaire élevée en S à 
<l [fig. 196). Cherchons les 
points 1(1 et Jfl correspondant à 
ce nouvel emploi du lé brisé 
d'anfçle a. 

Figurons-nous le cercle dé- 
crit sur HSo comme diamètre, 
cercle qui passe par le point S, 
puisque l'angle IISS^ est droit. 
Le point l,, est à la rencontre 

de ce cercle et du bord HA^ du "'--^ ,- -'' 

té, lorsque l'axe HCo est appli- yk. 1%. 

que sur rf,,. Ainsi 

loHSo = 90'' — ft. 
Mais l'imgle HSI, comme on le voit en se reportant à. la figure 193, est égal à 

a.. Donc on a aussi I SS,, = 90" — a, ce qui montre que la droite SI passe par 
le point Ifl cherché. 

On a donc le point l,, par la rencontre de HA,, et de SI. Pour avoir ensuite le 
point Jy, on n'a qu'à prendre le symétrique de Ij par rapport à d^. 
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§ 3. — Perspective de l'espace 



212. Mise en hauteur d'un point. — Un poinl M est 
défini dans l'espace par sa projection m sur le géométral et sa hau- 
teur s ^ mM au-dessus de ce géométral. 

La projection m est elle-même déterminée par sa largeur a; et son 
éloignement y compté parallèlement à une échelle Ly dont la pers- 
pective est LF {fig. 197). 




Admettons pour plus de généralité que l'échelle du lableau ne 
soit pas la même que celle du géométral, et cherchons à mettre le 
point M en perspective, connaissant x, î/, s. 

Nous commençons par tracer l'échelle L^L'^ des largeurs et à 
prendre le point de distance D répondant au point de fuite F pour le 
petit tableau H,L|L'j (n" 193). Prenant, à l'échelle du géométral, 
L,[j.j ^== X, Lja'u = y, tirant Fy-^ et Djj-'y, et menant par ;j.' la parallèle 
l^'m à LL', on a la perspective m de la projection géométrale du 
point M. 

Le point M est lui-même sur l'horizontale tracée dans le plan ver- 
tical MmiJ., à une distance de m|j.j égale à la hauteur s du point M. 
Cette horizontale a pour perspective une droite passant au point F 
et coupant la verticale du point ^, du petit tableau en un point in'\ 
tel que [>-im", soit égal à la hauteur s mesurée à l'échelle de ce petit 
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tableau, c'est-à-dire à l'échelle du géométral. Portons donc [>-^m'\ =z 
et tirons Fm"j. Cette droite coupe la verticale du point m au point M 
cherché. 

Si nous projetons les points M et m"j en m et en m\ sur le plan 
verticalmené par LF {plan fuyant) , la droitemW, étant, dans l'espace, 
parallèle à Mm'\, sa perspective passe aussi par le point F. De la, 
un second moyen d'achever la mise en perspective du point M, 
lorsque le point m a été déterminé : porter sur L,H,, (qui prend 
alors le nomù.' échelle des hauteurs) le segment L^m\ égal à z, et 
tirer Fm'j qui coupe en m la verticale de \i-'. La parallèle à HH' 
menée par m donne M sur la verticale de m. 

213. Perspective des polyèdres. — Pour avoir la pers- 
pective d'un polyèdre, il suffit de mettre en perspective, comme il 
vJeiil d'être dit, chacun de ses sommets. 




i ir 




V' 




^ 


^^ "\ 


^aijj^. 


J_ 


WffV^ 



Construisons, par exemple, la perspective du tétraèdre ABGD 
défini sur le géométral par les projections horizontales de ses som- 
mets et leurs hauteurs a'A', &'B', c'C, d'T>' données sur une projec- 
tion verticale faite avec Lî/ comme ligne de terre. Projetons ces 
hauteurs en La", hb", Le", Ld" sur Ls, prolongement de Lx 
ifig. 198). 

Nous reportons sur l'échelle des largeurs du tableau (que nous 
supposons ici sans amplification) les points a, h, c, d définissant les 
largeurs et les points a , b', c', d' définissant les éloignements (pris 
ici normalement à LU) qui donnent les points a\, b\, c\, d\. Nous 
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joignons les premiers au point principal de fuite s, les seconds an 
point principal de distance A, ce qui nous donne sur L^ les points 
-a', b', c, d'. Menant enfin par ces derniers des parallèles à LL', nous 
avons, sur les divergentes issues de o correspondantes, les projec- 
tions géométrales A^, By, Cj, D^ des sommets. 

Ayant reporté les points a", b", c", d' sur LH, nous les joignons au 
point ffl, ce qui nous donne, sur les verticales de a, b', c , d' , les pro- 
jections Aj, B|, C,, D, des sommets sur le plan fuyant de trace L». 
Les parallèles à LL' menées par Aj, Bj, G,, D, coupent les verticales 
de Aq, B|), G„, D„ aux points, A. B, C, D cherchés. 

21=5. Perspective des surfaces. — La perspective d'une 
surface est l'intersection par le plan du tableau du cône circonscrit 
à cette surface qui a pour sommet le point de vue 0. On pourra, 
pour construire cette intersection dans le cas général, recourir, 
comme pour le tracé des ombres portées, soit à la méthode des plans 
sécants menés par le point (n" 91), soit à la méthode des projec- 
tions obliques faites sur le tableau à partir du point (n" 93). Dans 
ce second cas, on remarquera que les projections obliques des sec- 
tions planes faites dans la surface ne sont autres que les perspec- 
tives de ces sections. 

Mais on peut traiter directement certains cas simples qui sont en 
même temps les plus usuels. C'est ce que nous allons faire dans ce 
qui suit. 

215. Perspective d'un cône de révolution vertical. 

— Soit à mettre en perspective le cône de révolution défini par son 
cercle de base ABGD et sa hauteur h [fig. 199). Mettons le cercle de 
base en perspective comme i! a été dit au n" 191, en remarquant 
qu'une fois les droites aa, ■fb, sw tracées, on a d'un seul coup, au 
moyen de la droite Ali^, les points M, N et il qui permettent d'achever 
la perspective. 

Il faut maintenant reporter la hauteur sur la verticale du centre 
perspectif U, Pour cela, il suffit de porter cette hauteur en w^ sur la 
perpendicidaire élevée en w à LL' et de tirer o5 qui donne le point S, 
On achève le contour apparent du cône en menant du point S les 
tangentes à l'ellipse ACBD. 

Si l'on veut construire ces tangentes avec une grande précision, on 
n'a qu'à considérer le point S comme la perspective d'un point du 
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géométral et effectuer le relèvement île ce géométral autour de AB, 

Appliquons la construction du n° 201. Pour cela élevons, d'abord, 

à HH' la perpendiculaire «F égale à ■■pi. Pour relever le point S 




en S,, nous n'avons qu'à tirer -fS qui coupe AB en Sy et FS qui 
coupe en S, la perpendiculaire élevée en S^, à AB. Quant à la base 
du cône, elle se relève suivantle cercle de diamètre AB ; menons du 
point S, les tangentes 8,11, et SjVj à ce cercle, et rabattons les 
points Uj et V, en U et V sur le géométral, en abaissant de ces points 
les perpendiculaires U,iUn et V^V^ sur AB, et tirant les droites cpU^ 
et FU, qui se coupent en U, sV^ et FV^ qui se coupent en V. U et V 
sont les points de contact cherchés, et, par suite, SU et SV les géné- 
ratrices de contour apparent du cône. 

216. l'ci'spccUve tl'uii eylindi-c de l'évolution verti- 
cal. — On met, comme au numéro précédent, le cercle de base ABGD 
en perspective. Elevant en w à LL' !a perpendiculaire w<o' égaie à la 
hauteur du cylindre, on n'a qu'à tirer aw', perspective de l'horizon- 
tale située à cette hauteur dans le plan fuyant »ww', pour avoir sur 
les verticales des points a, c et D le centre perspectif Q' et les 
extrémités du diamètre c'IY de la base supérieure. 

L'horizontale de front A'B' passant par W donne sur les verticales 
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de A et de B les extrémités du diamètre perspectif de front de la 
base supérieure. L'ellipse, perspective de cette base, est tangente en 
G' et en D' à M'P' et à N'Q', en A' et en B' à fh.' et à fB'. On peut 
donc tracer cette base comme on l'a fait pour la base inférieure. 

Les génératrices de contour apparent du cylindre sont les tan- 
gentes communes extérieures aux ellipses inférieure et supérieure, 
tangentes qui sont nécessairement verticales. 











V 


iv 


r 


1 



Pour les tracer avec précision, nous n'avons qu'à les considérer 
commelesperspectives de droites dugéométral et à recourir à unrelè- 
vementdefrontdecegéométral autour de AB, enutilisantlaremarque 
faite au sujet des droites qui, en perspective, sont parallèles à une 
direction donnée, ici perpendiculaire àliH' {n''20t, Remarque II). 

Sur la perpendiculaire élevée en -f à HH' nous portons, à partir du 
point E où elle rencontre AB, la longueur El égale à la distance 
principale ^A. Les droites du géométral, qui, en perspective, sont 
perpendiculaires à AB, passent, après relèvement, par le point L 
D'autre part, la base se relève suivant le cercle de diamètre AB. 
Nous n'avons donc qu'à mener du point I à ce cercle les tangentes 
IUi et IVp puis à ramener les points de contact U, et V^ dans le 
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géométral en abaissant de ces points les perpendiculaires U,U(| et 
VjVy sur AB et tirant les droites F(J, et -fU^ qui se coupent en U,FV, 
et cpVg qui se coupent en V. 

Les perpendiculaires à, AB menées par U et V sont l 
trices de contour apparent cherchées. 



317. Perspective d'une splièfe* — La perspective d'une splière 
étant l'interËeclion pir le pian du tableau du cône de sommet circonscrit à 
la sphère e t une ellipse 11 nous suffira de construire deux cliatnôfres conju- 
gués de celte ellipse 

Nous prendtons comme géométral auxiliaire le plan de l'équateor de la 
sphère dont la IraLesur le tableau est EE' [flg. 201). 




-r— 1-% 



Faisons une remarque préliminaire. Si nous appliquons la méthode des pro- 
jections obliques en coupant la sphère par une série de plans de front, les 
cercles de front ainsi obtenus auront pour perspectives des cercles dont les 
centres seront sur la droite ^ui perspective du diamètre Qo* de la sphère per- 
pendiculaire au tableau. L'eilipse perspective de la sphère étant l'enveloppe 
de ces cercles, il en résulte que cette ellipse aura un axe dirigé suivant <fm. 

Considérons maintenant les plans tangents à la sphère menés par la verti- 
cale du point de vue. Leurs points decontact A et B sont situés sur l'équateur, 
et les droites OA et OB de l'espace appartiennent au cône circonscrit. Les 
perspectives de ces points appartiennent donc au contour apparent de la 
sphère. En outre, puisque les traces de ces plans sur le tableau sont les verti- 
cales des points a, et p, le contour apparent sera tangent à ces verticales. 

Reportons donc les points a et p sur l'horizontale Eli' du tableau ; puis, ayant 
pris en Ea et Eb les largeurs des points A et B, lirons ipa et <fb. Nous avons 
en A et B, sur les verticales de a et p, les points cherchés. Puisque l'elhpse de 
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contour apparent doit être langRtite en A et B à A» et Bb, AB est un diamètre. 
Donc, son milieu I est le centre de l'ellipse ; or, nous venons de voir qu'un axe 
de l'ellipse doit être dirigé suivant <f<xi ; le point I doit donc se trouver sur cette 
droite, ce qui constitue une vérification. 

Le diamètre conjugué de AB sera dirigé suivant la verticale IZ du point I. 
Pour avoir les extrémités C et D de ce diamètre conjugué, coupons la sphère 
par le plan sécant vertical qui se perspective suivant IZ, c'est-à-dire qui 
passe par IZ elle point de vue 0. 

Le point 1 étant, sur le lahleau, à la rencontre de Ab el de <f(o, se trouve, 
sur le géométral, à la rencontre de AB et de Oui. Ce point I étant marqué, 
coupons la sphère par le plan vertical dont la trace est 01 et rabattons ce plan 
sécant sur le plan de l'équateur. La section de la sphère rabattue est le cercle 
de diamètre MN, Le point de vue se rabat sur la perpendiculaire élevée en 
à 01 à une dislance 00, égale à la hauteur de ce point de vue au-dessus du 
plan de l'équateur, c'est-à-dire à EH. 

Menant deO, au cercle MN les tangentes 0|C| el 0|D|, nous avons les rahat- 
lements des génératrices du cône circonscrit, contenues dans !e plan vertical 
deÛL 

Les points de contact relevés se projettent sur l'équateur en C^ et D,,; leurs 
distances à ce plan sont égales respectivement à C^C, en dessus el à D^D, en 
dessous. 

Prenons les largeurs Ld el Le de ces points et portons-les en Ec et en Ed 
sur le tableau. Portons, en outre, sur les perpendiculaires élevées en c et en d 
à EE', les hauteurs cCg — C^C, GtdO.^ = D^D, de ces points. Les points cher- 
chés se trouveront sur ^Cj et rfH^ ; il suffit donc, pour les obtenir, de prendre 
les intersections G et D de ces droites avec la verticale IZ. 

On connaît alors deux diamètres conjugués AB et CD de l'ellipse demandée ; 
il est donc facile de la tracer. On peut se rappeler, d'ailleurs, pour une plus 
grande régularité du tracé, que cette ellipse a un axe dirigé suivant <?<"('). 

Remarque. — La méthode des plans sécants, qui vient de nous servir à 
construire la perspective d'une sphère, pourrait également être appUquée pour 
une surface de révolution à axe vertical quelconque. On aurait les points de 
contour apparent, sur chaque section située dans un plan passant par la verti- 
cale du point de vue, au moyen d'un rabattement. Mais il est préférable de 
recourir à la méthode donnée plus loin (n'' 2201, 



(I) Afin de mie us accuser la forme de l'ellipse perspective, nous avons pris le point de 
vue et la sphère assez voisins du plan du tablenu. Si peu qu'ils s'en éloignent, l'ellipse 
perepective se rapproche de la forme circulaire. Il n'y a donc aucun inconvénient, dans le 
dessinàmain levée, à représenter la sphère pai' nu cercle. On y trouve, d'autre part, l'avan- 
tage suivant ; la forme circulaire, par suite d'une habitude de notre ceII. donne, pour tous les 
points de vue situés dans une région assez étendue en avant du tatileau, l'impression de la 
sphère, tandis que l'ellipse cesse de fournir l'illusion cherchée dès qu'on s'écarte tant soit 
peu du point de vue pour lequel elle constitue une perspective exacte. 
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218. Sachant mettre en hauteur un point quelconque de l'es- 
pace, on peut, par les procédés qui précèdent, effectuer la perspec- 
tive de toute figure de l'espace, à la condition qne l'on se procure les 
trois coordonnées (largeur, éloignement et hauteur) de chaque point 
de cette figure. Cette détermination pourrait se faire au moyen d'une 
épure auxiliaire, exécutée par les métîiodes de la Gréomélrie descrip- 
tive ordinaire, et d'où les points seraient reportés sur la perspective. 
C'est pour éviter l'emploi de cette épure auxiliaire que vont être 
maintenant exposées les constrnctions directes qui permettent de 
rattacher à divers points ou lignes, mis en perspective par la méthode 
générale, d'autres points ou d'autres lignes qui leur soient liés par 
des conditions géométriques connues. 

a. — Points iî.\ lig>"r uroitk 

219. Mise de ïroiït d'une droite quelconque. — Pour 
déterminer sur une droite des points se rattachant à des points déjà 
marqués sur cette droite, amenons celle-ci à être de front en la 
faisant tourner autour de la verticale d'un de ses points. 




Soit, par exemple, la droite AF que nous ferons tourner autour 
de la verticale Mm de son point M pour l'amener dans le plan de 
front de cette verticale (fuj. 208). 
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En projetant la Irace au tableau A en a sur Ll/, et le point de 
fuite F en /■ sur HH', nous avons la projection géométrale af de la 
droite AF (n° 178). Prenons un point quelconque P de la droite et 
sa projection ^. Lorsque la droite est mise de front, le point p est 
venu en jî,, sur la parallèle à LL' menée par m à une distance mp, 
de ce point égale à la vraie grandeur de mp, à l'échelle du plan de 
front de Mm. Il suffit donc de prendre le point de distance d corres- 
pondant au point de fuite /'et de tirer dp pour avoir le poiotp,. 

Le point P est venu en P, sur la verticale de 'p et puisque, dans 
l'espace, PP, est parallèle àpp,, sur la perspective PP., passe par 
le point de fuite d de2>p,. Nous avons ainsi la position de front MP, 
de la droite MP. 

Si, au lieu du point P quelconque, nous avions pris la trace géo- 
métrale B, nous n'aurions eu qu'à tirer liB pour avoir lo point B, 
sur la parallèle à LL' menée par m. 

Si nous avions pris le point de fuite F, nous n'aurions eu, ce 
point étant la perspective du point à l'infini sur la droite, qu'à 
mener par le point M une parallèle à dF('). 

^20. Problèmes sur los loiij)ii(>iii's. — Ayant amené la 
droite à être de front on tirant par le point M une parallèle MM' à la 
droite qui joint le point de fuite F 
d^^^ ^^ de cette droite au point de dis- 

\ /f'~~~-~^ tance d correspondant à sa pro- 

jection géométrale [fig. E03), nous 
n'avons, pour porter sur la droite 
un segment MP de longueur con- 
nue, qu'à prendre, à l'échelle du 
plan de front de M, le segment 
MPj ayant la longueur donnée età 
tirer t^P,. 

Réciproquement, pour avoir la longueur de MP, nous n'avons 
qu'à tirer d? qui nous donne sur MM' le point P, et à mesurer MP, 
à l'échelle du plan de front de M. 



l"li _ /H d\i 
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221. Problèmes <le scfjmcntatioii. — Le point d étant le 
point de fuite de PPj et F celui de MP, la droite âS est la ligne de 
fuite du plan MPP,. Si donc par un poinl G de dF on tire les droites 
PpQ et NNy, ces droites sont parallèles dans l'espace et l'on a, tou- 
jours dans l'espace, 

N„M _ NM 



Il suffit, en particulier, de prendre le milieu N,, de MP,, et de tirer 
ONn pour avoir en N le milieu perspectif de MP. 

On voit que tout ce qui a été dit au n" 198 peut être répété ici (à 
cette seule différence près qu'ici la ligne rfF remplace la ligne d'ho- 
rizon) et, par suite, qu'ayant pris comme point de repère soit le 
milieu perspectif d'un segment de droite, soit soa 
point de fuite, on pourra, au moyen des échelles A .^^^^^ y^^ 
divergentes, résoudre tous les problèmes de seg- 
mentation aussi bien pour les droites de l'espace 
que pour celles du géométral. 

Remarque. — Pour déterminer le milieu pers- 
pectif d'un segment AB {fig. 304) généralement 
choisi comme point de repère de ce segment, on 
pourra, si on le préfère, prendre le milieu pers- 
pectif m de la projection géométrale de ce segment et prendre le 
point M sur la verticale de m. 



h. — Figures planes 

222. Di'oîtos reinarqualtles d'un |»laii. — Un plan est 
généralement donné, en perspective, par trois de ses points ou par 
deux de ses droites, ce qui revient au même, puisqu'il suffit, dans le 
premier cas, de tirer deux des droites unissant deux à deux les trois 
points donnés. Soient les droites M.Mj et M,M,; [fig. âOS), dont les 
projections géométrales sont m(in^ et rn^m^. 

Pour avoir la trace sur le tableau, la trace sur le géométral ou la 
ligne de fuite du pian MjM^M^, il suffit de joindre par une droite les 
traces sur le tableau A., et A,), ou les traces sur le géométral B, etB.,, 
ou les points de fuite F„ et F., des droites MjM„ et M^M.,. 

Il faut remarquer, d'ailleurs, que les droites A,A,, et BjB.; doivent 



y Google 



212 CHAPITRE IV. — PERSPECTIVE L!NIÎA.IRE 

se couper en un point T de la ligne de terre, que les droites BjB.( et 
F=,F.i doivent se couper sur la ligne d'horizon en un point 6 qui est le 
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point de fuite de la trace géomcti'aic B.,B,j, enfin que les droites 
AflA,; et F„F,^ doivent être parallèles (n" 180). Ces remarques 
entraînent des simpliflcations évidentes lorsque, au lieu d'obtenir iso- 
lément ces trois droites, on se propose de les construire ensemble. 
On voit qu'il suffit de déterminer, par exemple, les points B.,,B:i et A.(. 
On lire B^B^ qui donne T et fi : puis, ou joint TA, et par Û on mène 
une parallèle à cette dernière droite. 




Les horizontales du plan fiM passent, en perspective, ainsi que 
leurs projections géométrales 6m, par le point de fuite 6 de T't 
[ftg. 206), puisque, dans l'espace, les unes et les autres sont paral- 
lèles à celte trace géométrale. 
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Les lignes de front du plan MB sont parallèles à la trace au 
tableau TT' ou, ce qui revient au même, à la ligne do fuite W . Leurs 
projections géométrales mB les rencontrent en B sur la trace géo- 
métrale T6. 

On voit donc que, pour 
avoir la projection horizon- 
tale m d'un point M du plan 
dont on connaît la perspec- 
tive, il suffit de tirer la 
ligne de front MB parallèle 
à TT' et la projection Bm 
de cette ligne de Iront, pa- 
rallèle àLL'. 

Remarque. — Ucst d'ail- 
leurs inutile, pour détermi- 
ner la direction des lignes 

de front, de recourir soit à la trace sur le tableau, soit à la ligne de 
fuite. Si, en effet, nous coupons'^le plan des droites M.M, et M,Mg 
par le plan de front, dont la trace est p„p.( [fig. 207), nous n'avons 
qu'à prendre sur M,M2 et M^Mg les points P„ et P.^ dont 'p^ et p.^ 
sont les projections, pour avoir en P^P., la direction des lignes de 
front et, par suite, aussi celle de la ligne de fuile. 




SSS. RclcvomenL <lo ïroiit d'un plan vertical. — Lors- 
qu'on veut effectuer certaine construction dans un plan donné en 
perspective, la méthode générale consiste à amener ce plan à être 
de front, ce qui constitue ce qu'on appelle un relèvement de fronts 
à faire la construction voulue dans ce plan relevé, puis à reporter 
les points ou les lignes obtenus sur la perspective. C'est ce que nous 
avons fait au n° 201 pour le géométral. Nous allons maintenant trai- 
ter la question pour un plan vertical. 

Soit le plan vertical de trace XF qu'on fait tourner autour de la 
verticale XY pour l'amener à être de front [fig. 208). 

Considérons d'abord le point m sur la trace géométrale du plan ; 
il se relève en un point m^ de la parallèle menée par X à LL' et à une 
distance Xm, de ce plan égale à la vraie longueur de îjîX, mesurée 
à l'échelle du plan de front de XY. Il suffit donc, pour avoir le 
point m^ de joindre le point m au point de distance D correspondant 
au point de faite F. 
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Si nous prenons mainlenant un point M sur la verticale de m, ce 
point se relèvera en un point M^ de la verticale de m,,, et comme, 
dans l'espace, MM,; est parallèle à mriiy, en perspective MM^ pas- 
sera par le point défaite D de mm^. 
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On peut modifiet: la construction de M^ en remarquant que la droite 
FM, perspective de l'iiorizontale du plan mXY passant en m, coupe 
la charnière XY en un point M^ qui ne bouge pas. Puisque, après 
relèvement de front, cette droite est parallèle à m,X, il suffit 
de mener par M,, la parallèle M„Mj à DV pour avoir sur DM le 
point P^ (I). 

En résumé, pour avoir le point M,, il suffit de tirer DM et FM 
et de mener par Mp la parallèle M^Mj à FD. Toutefois, lorsque le 
point M est très voisin de la droite DF, les droites DM et M^M,, se 
coupant sous un angle très petit, il vaut mieux revenir à la première 
construction utilisant les projections géomélrales. 

Pour relever de front une droite quelconque MT passant au 
point M, il suffit de joindre Mj au point T où la droite coupe la char- 
nière XY. 



(I) Nous avons cru préférable de douner l'interprétatioj 
mais il eût i5lc tout aussi simple de démontrer, sur 
de M|M|, el, de DF, H sulïit, eu effet de remarquer que 



e ce tracé dans l'espace, 
iigure, \e parallélisme 
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Cherchons où se relève le point J du plan vertical, doat la pers- 
pective est à l'iniiiii dans une direction quelconque, la direction 
DJ« par exemple. 

Appliquons le tracé précédent : la droite FJ», c'est-à-dire la 
droite parallèle à DJ« , menée par F, coupe XY en Jj,, et la parallèle 
à FD, menée par J^, donne sur DJ=^ le point J, cherché. 

Remarquons que, la figure DFJyJ, étant un parallélogramme, on 
a JgJ, =^ FD. Donc, le lieu du point J, est la parallèle à XY menée 
par le point I^ tel que YIj = FD. 

Ainsi, le relèvement du point du plan FYX, dont la perspective est 
à l'infini dans la direction HH', est le point I,. 

Remarque. — La droite MMj, dans l'espace, est la corde de l'arc 
décrit par le point M pour venir en M,. C'est donc là une nouveUe 
application de la méthode de la corde de l'arc (voir n" 201). 




F]n outre, puisque les points correspondants M et Mj sont en ligne 
droite avec le point D, et que les droites correspondantes MT el 
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M|T se coupent sur la charnière XY, la figure perspective et la 
figure relevée de front sont homologiques l'ime de l'autre, le point D 
étant le centre et la droite XY l'axe d'iiomologie. 

2214. Application à la perspective du plein cinli'e 
fuyant. — Soit AB le diamètre horizontal fuyant au point F, sur 
lequel on veut construire le plein cintre [fig. 209), 

Opérons un relèvement de front, en prenaut le point de distance D 
correspondant à F. Le relèvement du point B se fait au point B,, 
intersection de DB et de la parallèle à FD menée par A. 

Sur ABj comme diamètre, décrivons le demi-cercle AGjB,, et 
ramenons ce demi-cercle dans le plan vertical XAB. Prenons, par 
exemple, le point G, où la tangente 0,0^ est parallèle à AB,. II nous 
suffit de tirer DG, et FGy pour avoir le point G. 

L'ellipse cherchée, tangente en A à AX et en B à B^, sera aussi 
tangente en G à GGg. Cette ellipse peut donc être construite par le 
procédé indiqué au n" 192. 

Pour avoir le point le plus haut B, c'est-à-dire le point où la tan- 
gente est parallèle à DF, nous n'avons qn'à prendre le point I,, relè- 
vement du point du plan XAB, dont la perspective est à l'infini, sur 
DF, point qui s'obtient, comme nous l'avons vu au numéro précé- 
dent, en prenant DIj ^^ YF ; le point de contact de la tangente menée 
au cercle AGjB,, par le point I, est le relèvement E^ du point E 
cherché. Pour avoir ce point E, on n'a qu'à prendre l'intersection de 
DEj et de la droite qui joint le point F au point E,^ donné sur XA 
par la parallèle E,E„ à 1)F. 

2^35. Relèvement de Iront d'un plan quclconiiue. — Le plan 
étant défini d'une manière queiconqui^, nouH pouvons toujours tracer son 
intersection XY (/îg. 210) avec le ptan de front, de trace géométrale X^, sur 
lequel s'opère le relèvement (n" 522). 

Cherchons, dès lors, le relèvement d'un point M du plan, extérieur à. XY. 
Pour plus de facilité, figurons à part {/îg. 210 bis] la construction à effectuer 
dans l'espace. Il faut : 1° Abaisser du point M sur le plan où s'effectue le rabat- 
tement la perpendiculaire MM'; 2° abaisser du point M,' sur la charnière la 
perpendiculaire M'H^; 3" porter sur M^M' la longueur M^M, égale h U„M, 
c'est-à-dire à l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont les côtés sont MM' 
et M^M'. 

Effectuons ces trois opérations sur le tableau perspeclif. 
1" La perpendiculaire abaissée du point M sur le plan de front étant aussi 
perpendiculaire au tableau a pour point de fuite le point do fuite principal 9. 
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Celte perpendiculaire a donc pour perspective ^M ; sa projection géométrale 
çOT rencontre la trace géométrale du plan de front yXY au point m'. Menant 
donc la verticale du point m', on a, sur çM, le pied M' de la perpendiculaire 
cherchée. 



"\ 


va X 


/<//' 




/r->/ANo*r' 


X / /■' 


MJ 




\y' 


» 


"■ / 


/ ''' '"^ 



2" La perpendiculaire abaissée de M' sur XY ctanl dans le plan de front 
3/XY, il n'y a, pour avoir M^, qu'à mener efTectivement une perpendiculaire 
lia point H à XY. 

3" Pour avoir !a vraie longueur de M'M 
à l'échelle du plan de front i/XY, nous 
n'avons (n° 220)qu'à mener M'M' parallèle 
àHH' et à joindre le point M au point prin- 
cipal de distance A. Reportant la longueur 
M'M" en M'M', sur la perpendiculaire élevée 
en M' à M^M', de manière i former le 
triangle rectangle M„M'M',, on n'a plus fie. 210 to. 

qu'à rabattre l'hypoténuse M|,M', de ce 
triangle en M^,M, surMgM' pour avoir le point M, cherché. 

Ayant de cette façon relevé un point quelconque M du plan donné, nous 
allons voir combien la construction peut être simplifiée pour tout autre point 
de ce plan. 

■ Remarquons d'abord que, quel que soit le point M choisi, tes droites MM^ 
et MM, ont, dans l'espace, des directions invariables. Donc, sur la perspec- 
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live toutes les droites telles que MM,, d'une part, toutes les droites telles que 
MMj, de l'aulre, ont même point de fuite. 

Or, on voit immédialemenl que, si le point M est pris sur la perpendicu- 
laire ^K abaissée du point 'f sur XY, les points M', M„, et, par suite, M, sont 
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aussi sur cette droite. Cette droite eontient donc les points de fuite F,, et F, 
des droites telles que MM, et MM,. Ayant obtenu ces droites MM, et MM,, pour 
une seule position du point M, on n'a, par suite, qu'à prendre leurs points de 
rencontre avec ^K pour avoir F, et F,. 

Cela fait, si on veut le relèvement de 
quelque autre point P du plan, il suffit de 
tirer P(,P et F,P et d'élever en P,, à XY la 
perpendiculaire PoP,- 

La marche inverse permet de revenir 
de P, à P. 

Cherchons en particulier le relèvement 
du point J, dont la perspective sur le plan 
considéré est à l'infini dans une direction 
quelconque F, J» {fig. 211). Tirons P^Jœ , 
c'est-à-dire menons par F^ la parallèle F^Jd 
àF,Jso et élevons en J,, à XY la perpen- 
diculaire J^J, qui coupe F,Jco au point J, 
cherché. La figure F^FiJ^J, étant un 
■T, parallélogramme, J^J, = Fo^f ^^'^'^ le 

Vj,;. ±\:i_ lieu du point J, est la parallèle à XY 

menée par le point 1, tel que Kl, =■ F^F,. 
Observons encore ici que la figure en perspective et la figure relevée de 
front sont homologiques, F, étant le centre, et XY l'ase d'homologie. 

Remarque I. — Si l'on se reporte aux cas particuliers du problème précé- 
dent, qui OQl été traités précédemment, on voit que, au n" 201 {flg. 181), c'est 
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le point a qui joue le rôle de Fg, st F celui de F,, et que, au W 223, c'est le 
point V qui joue le rôle de F,, et D celui lie P, : 
Remarque II. — Si le point F, est hors des limites de l'épure, on peut 

(/îj/, 212) joindre le point P au point F^ tel que KPj^ = -y-^' ce qui donne sur 
Pi,P, le point P,, et prendre ensuite P^P, ^^ A.P^Pj. 

226. Mise en pei'spective dans un plan quelconque.. 

— Supposons que, par un procédé quelconque, par exemple en 
ayant recours à un relèvement de front (n" 225), nous ayons mis en 
perspective sur un plan un rectangle A|A,A.jAj avec les milieux 
Mi,M„,M.j,M4 de ses côtés {f^g. 213). Soit, ensuite, P un point quel- 




conque du plan à mettre en perspective. Menons par le point P les 
parallèles p^^ et p^p^^ aux. côtés du rectangle. D'après ce qui a été 
vu au n" 221, les pointa p^, p^, p^, p,^ peuvent être reportés sur les 
côtés du rectangle perspectif par le procédé des échelles divergentes 
(n" 198), les milieux M,, M^, M.„ M^ des côtés étant pris pour 
points de repère. 

II suffit d'ailleurs, évidemment, de construire unn seule échelle 
divergente pour deux côtés opposés, S., pour A,A^ et A.,A,^, S,, pour 
AjA^et A^A^. 

Ayant ainsi reporté les points p^, p,, p^, p,^ sur la perspective, on 
n'a plus qu'à tirer les droites j^ip^ etpjP4 pour avoir le point P. 
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On peut remarquer que PiP, étanl, sur le plan considéré, paral- 
lèle à AjAj et A5A3 passe, en perspective, par le point de rencontre 
de ces deux droites. Si donc ce point de rencontre est facilement 
accessible, il suffit de reporter ji^ sur A.|A^ et de joindre ce point au 
point de rencontre de A, A,^ et AjA^ pour avoir ^iP^,. 

De même, si, sur la perspective, AjAg et AiA^ sont parallèles, il 
suffit, après avoir déterminé p.^, de mener par ce point une parallèle 
à ces côtés. 

On peut, bien entendu, répéter la même observation à l'égard 
de p<,p,^ pris avec les côtés A.A^ et A^A.;. 

Si on a une ligne à mettre en perspective, on aura recours à la 
méthode du craticulage (n" 192), en mettant les lignes du quadril- 
lage en perspective comme on vient de le faire pour p^p.^ et p.jp^- 
On se servira, pour cela, de l'échelle divergente régulière représen- 
tée par la figure 177. 

SiSil. Mise eu perspective du cercle. — S'il s'agit de 
mettre en perspective un grand nombre de fois une même courbe, 
on peut construire des échelles divergentes spéciales donnant un 
nombre suffisant de points de celte courbe. 

Par exemple, l'échelle représentée par la figure 178, qui donne 
les projections sur un diamètre d'un cercle des points divisant 
chaque demi-cercle en six parties égales, permet d'obtenir, en 
dehors des milieux des côtés du carré circonscrit où le cercle touche 
Ces côtés, huit autres points de ce cercle. Ces douze points sont, en 
général, largement suffisants pour tracer l'ellipse perspective d'un 
cercle donné; mais on pourrait miilliplier, comme on voudrait, le 
nombre des points obtenus en construisant l'échelle divergente cor- 
respondante avec un plus gi'and nombre de rayons. 

228. Application à la mise en perspective des mou- 
lures. — Prenons un certain profil de moulure a"abcdd' dessiné à 
l'intérieur du rectangle ABCE, qui est dit son épannelage (/%. 214). 
Projetons les points principaux a, b {point d'inflexion de la dou- 
cine), c, d, sur les côtés BG et CE du rectangle d'épannelage dont 
les milieux sont M' et M", et construisons les échelles divergentes 
S' {Ga'b' M'c'd'B) et S" (Ea"b"M."c"G). Elles vont nous permettre de 
reporter ce profil de moulure le long de toute arête droite ou courbe 
que nous nous donnerons. 
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Preinier exemple. — Donnons-nous une arête droite horizon- 
tale AAj dont le point de fuite est F {fig. 215} et commençons par 
mettre en perspective le profil de la moulure en A. 

Pour élever en A 
une perpendiculaire à 
l'horizontale AA,, (dont 
le plan peut toujours 
être pris pour géomé- 
tral). nous n'avons 
{n" 194) qu'à prendre 
le point de fuite F' de 
la direction perpendi- 
culaire à AF et à 
joindre AF'. Pour por- 
ter sur cette droite la 
longueur AE, nous 
commençons par la 
porter en vraie gran- 
deur fà- l'échelle du 
plan de front de A) en *''"- -^'■ 

AE||, sur la parallèle à la ligne d'horizon menée par A, et à joindre 
Ey au point de distance D' correspondant à F'. 





Nous prenons de même, à l'échelle du plan de front de A, le côté 
vertical AB en vraie grandeur, et nous achevons la perspective du 
rectangle ABCK en tirant la droite BF' et la verticale EC. 
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Les fuyantes raetices des points A, B, G, E au point F donnent 
■ensuite A,, B,, Gp D,. 

Pour avoir le milieu perspcctif,N de AE, nous n'avons qu'à tirer 
la droite B'N^, N,, étant le milieu de AE,,. La verticale du point N 
donnie le milieu perspectif M' de BG. 

Le milieu perspectif M" de BG se confond avec son milieu vrai, 
puisque cette droite est de front. 

Par des fuyantes en F on reporte ces points en M\ et M", sur lo 
plan du second profil. 

Gela fait, en se servant des milieux comme de points de repère, 
■on n'a plus qu'à prendre, sur les échelles S' et S"' de la figure 814, 
les ponctuelles db'cd' et ab"c" et à les porter sur les droites GB 
■et CE de la perspective. 

On peut ensuite soit reporter ces points sur le second profil par 
■des fuyantes en F, soit prendre de même sur les échelles divergentes 
les ponctuelles à marquer sur G|B,| et GjE,. 

Il ne reste qu'à joindre les points a'b"c" au point F' et à mener 
des verticales par les points a'b'c pour avoir les points a, &, c, d, du 
premier profil. De même, pour les points a,,, 6,, c,, tZ, du second 
profil. Les droites aop bby, cc^, dd^ doivent d'ailleurs concourir au 
point F. 

Deuxième ewetnple . — Cherchons maintenant à déterminer une moulure le 
long de l'arêle d'un plein cintre. Pour cela, nous mettrons en perspccLive le 
.profil de la moulare dans le plan perpendiculaire au plan de tête mené par la 
'normale en un point B de l'arête considérée. 

Ayant mis de front en XB,Y, {/îg. 216) le demi-cercle formantle plein cintre, 
au moyen du point de distance D correspondant au point de fuite P du diamètre 
horizontal de ce piein cintre (n" 224), nous reportons sur le plan de tête le 
centre û, en 0, le point B, en B. 

Pour construire le rectangle d'épannelage, tirons la perspective OB de la nor- 
male au cercle sur laquelle nous allons porter la longueur du côté BA du rec- 
t;ingle. Pour cela, portons sur le relèvement de front cette longueur en BjA, 
sur U,B,, h l'écheile du plan de front de XYV, et lirons DA, qui donne A 
sur QB. 

Le côté BC du rectangle d'épannelage est, dans l'espace, horizontal et per- 
pendiculaire à ta parallèle BF à XY menée par B. Prenant le plan de ces deux 
■droites comme géométral auxiliaire, on voit que, en perspective, BC passe 
par le point de fuite P' de la direction perpendiculaire àXP (n° Ifli). De même 
pour AE. 

Pour porter la longueur des côtés BC et AE sur F'B et PC, prenons cette 
longueur en X.x sur le prolongement de XY, , à l'échelle du plan de front de 
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cette ligne, et tirons ¥a:, qui nous donne en ae,, et bCf, cette même longueur aux 
échelles des plans de front de A et de B. Reportons ces segments parallèlement 
à eux-mêmes en AE^ et BC(,. D'après le n" 220, il nous suffira, B' étant le point 
de distance correspondant à P', de tirer D'E,, et D'C,, pour avoir sur F'A etP'B 
les pointa E et C. Remarquons, d'ailleurs, que la droite CE étant dans un plan 
vertical parallèle à celui de AB, c'est-à-dire ayant même ligne de fuite PV, les 
ijroites AB et CE doivent se couper sur FV. 




Le rectangle d'épannelage ABCE est ainsi complètement mis en perspective. 
Il est facile d'avoir les perspectives des milieux de ses côtés. Pour AE etBG, on 
n'a qu'à prendre les milieux N^ et ÎA„ de AË^ et de AC^, et à tirer les droites 
D'Nfl et DM,,,- qui donnent N et M'. Pour le côté AB, on joint le point D au 
milieu P, de.\,B|,ce qui donne le point P. Il suffit, enfin, de tirer F'P pour avoir 
sur CE le milieu M" de ce côté. 

Il ne reste plus qu'à mettre le profil de la moulure en perspective h l'intérieur 
de ABCE en se servant des échelles divergentes de la figure 214. C'est toujours 
le même tracé ; il est inutile d'j' insister. 

En construisant de cette façon un certain nombre de profils de la moulure, 
on n'a plus qu'à joindre par des ellipses lespointscorrespondantsde ces divers 
profils pour avoir la perspective de la moulure elle-même. 

1Ï29. Application à la iniwc «-ii pei-spcctive d'une 
■surface de révolution. — - Foi'mons ifig. 217} le rectangle 
d'épannelage abTR de la méridienne APBQ de la surface considérée 
supposée à axe vertical ('). Prenons les traces des plans d'un cer- 

(!) Nous supposons l'axe vertical, parce tiuc c'est giinémlemnnt ce qui se présoiilc 
Aliiiis la pratique, mais la méthode pourrait encore titre appliquée pour une position 
quelconque de l'axe. 
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tain nombre de parallèles, en les choisissant, pour plus de simplicité, 
deux à deux de même rayon, par exemple A,B, et A,,B^, A3, 
et A^Bj. Projetons tous les points de la méridienne ainsi déterminés 
sur ab et sur Ra. Nous obtenons ainsi les ponctuelles aa^a^Qb^^b^b 
et «a^a^Aaia^R,, que nous prenons pour bases des échelles diver- 
gentes S et S . 




Gela fait, mettons en perspective le cercle AA'BB' d'cquateur 
de la surface et le rectangle d'épamielage de la méridienne de 
front, qui se reproduit semblable à lui-même et nous domie les 
points Aj, B,, A3, B^, A3, B^, A^, B^, P, Q de celte méridienne. 
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Pour avoir les points de la méridienne contenue dans un plan ver- 
tical quelconque, par exemple celui qui passe par le dianaètre A'B' 
fuyant au point f , construisons le rectangle d'épannelage correspon- 
dant. Nous n'avons pour cela qu'à mener par les points A' et B' des 
verticales et à joindre les points P et Q au point ». Nous avons 
ainsi le rectaagle perspectif R'T'èV. 

Joignant les points û,, Q„, au point m, nous avons les perspec- 
tives «'ih^'n ^'nPV *^6s droites suivant lesquelles sont dirigés les 

diamètres correspondants des sections iip ii^, Pour avoir le dia- 
mètre d'une de ces sections, par exemple ïip nous n'avons qu'à 
reporter le segment ^-'.^P'^ avec son milieu perspectif îl, sur l'échelle 
divergente S, de façon que a'^ soit sur Sa, ^'^ sur S6 et Ci^ sur SQ, à 
marquer les points qui se trouvent alors sur les rayons Sa, et S6, de 
l'échelle et à les reporter sur la perspective ; nous avons ainsi les 
points A', et B\. 

Nous faisons la même opération pour les autres sections n^, Q.j, il,, 
puis nous recommençons cette série d'opérations pour autant de 
plans méridiens que nous voulons. 

Nous n'avons plusensuite qu'à joindre ^„ 

par des courbes continues lespointsA', 
A',, A',, P, B'q..., pour avoir les pers- ^ 
pectives des sections méridiennes, ou 
ApBp A',,...., pour avoir les pers- 
pectives des sections parallèles. Le 
contour apparent de la surface est 
l'enveloppe à la fois des unes et des - 
autres. 

Remarque I. — Si le point de fuite 
d'un diamètre perspectif A"B" est hors 
des limites de l'épure, on peut joindre 
les points P,, i\, û,, Q^, tl^, Q à ce 
point de fuite inaccessible, ainsi qu'il a 
été dit au n" 209, mais il est plus simple 
de se servir de l'échelle divergente -, '^'^' 

ainsi qu'il va être expliqué : r,,,, yiw. 

D'abord, pour avoir le point h" , il 
suffit de déplacer flQ parallèlement à la ligne d'horizon pour l'amener 
pans la position ^,0^ qui donne un point de fuite F^ accessible, et de 
tirer F„Q„, qui donne 6° [fig. 218). 
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En effet, F dtant le ]ioinl de fuite inaccessible, on a bien 



B"h" 



B"b" 



Prenant alors le symétrique de b" par rapport à B", on a T". 11 suf- 
fit ensuite de reporter le segment &"B"T" sur l'échelle divergente i; 
fen remarquant qu'il est alors parallèle à oR) pour marquer les 
points p",, p"„, p"^, f,_ on n'a plus qu'à joindre ceux-ci à iî,, û„, 
lig, ûj pour avoir sur la verticale de A" les points a',, a",,, 7.".^, a"^. 

Bemarqtie II. — Nous avons supposé, sur la tigure 217, que la 
surface représentée avait toutes ses courbures de même sens. Si elle 
avait des courbures opposées, la perspective offrirait l'aspeci de la 
figure 219. Les points ji elp' où s'arrête la perspective du contour 




de la partie rentrante de la surface sont dits des -poùits de passage. 
Ces points pourraient être définis géométriquement, mais on se 
borne, dans la pratique, à les déterminer par tâtonnement, en cher- 
chant à partir duquel d'entre eus les parallèles cessent d'avoir une 
enveloppe, c'est-à-dire cessent de se recouper lorsqu'ils sont extrê- 
mement voisins, de façon que l'un devienne intérieur à l'autre. 



c. — Figures da^s L'KsrACii 

230. Droites pai*aII6Ies. — Rappelons que, si deux droites 
sont parallèles, ces droites d'une part, leurs projections géométrales 
de l'autre, ont, en perspective, même point de fuite. Donc, pour 
mener par le point M, dont la projection géométrale est m {fig. 220), 
une parallèle à la droite AF, dont le point de fuite est F et dont la 
projection géométrale est af, il snffit de tirer MF, En outre, mf est 
la projection géométrale de cette droite. 
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:2.'il . l'Iaiis i)!ii-îiH<'los. — Si nous nous reportons au n" 222, 
nous voyons qu'en menant par M [fig. 221) une parallèle MM^ à la 




trace sur le tableau du plan donné, nous avons une ligue de front 
du plan parailète à celui-ci, mené par M. La trace géométrale M„ de 
cette ligne de front appartient à la trace géométrale du plan ciierclié, 
et, comme cette trace est parallèle à celle du plan donné, elle a en 
perspective même point de fuite Q. On a donc en 6M^ la trace du plan 
cherché; il suffit ensuite de tirer le parallèle T|T', à Tï' pour avoir 
la trace de ce plan sur ie tableau. 

^32. Intci'scclîoii <lo <lcux plans. — Supposons, en vue 
de la plus grande généralité, que chacun des plans soit défini par 




trois de ses points A, B, G, et A', B', C, et leurs projections géoiué- 
trales a, 6, c, el^^a', b', e {fig. 322). Coupons les deux plans par un 
plan de front de trace ■mnrn'n . Les verticales des points m, n, m\ n 
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donnent les points M, N, M', N', où ce plan de front rencontre les 
droites AB, AG, A'B', A'C. Donc il coupe le plan ABC suivant la 
droite MN et le plan A'B'C suivant la droite M'N'. Le point d'iuter- 
section P de ces droites appartient à la droite commune aux doux 
plans. Un second plan de front m^n^m\n\ donne de même le point Pj . 
Il suffit de joindre les points P et Pj pour avoir la droite d'intersec- 
tion cherchée. 

On peut de même tracer sa projection géométraie en joignant les 
projections géométrales p et p, des points P et P;, respectivement 
s sur mm et m.m'.. 



233. Inlcrseclîon d'une di-oitc ol il'iin plan. — Soil 

la droite D, dont la projection géométraie est d. 

Supposons, d'abord, qu'on ait à prendre son intersection avec le 
plan vertical dont la trace géométraie est T6 [fîg. 223). Ce plan verti- 
cal est coupé par le plan projetant la droite D, suivant la verticale pP 
qui donne le point P cherché. 




S'il s'agit d'un plan non vertical, tel que ABC (fifj. 224), il sufiit 
de remarquer que le plan projetant défini par les droites D el J 
coupe le plan vertical ABab suivant Mm, le plan vertical BGbc sui- 
vant Nn, et, par suite, le plan ABC suivant MN, qui rencontre la 
droite D au point P cherché. 

Lorsque le plan est horizontal, il peut être défini, en outre de la 
ligne d'horizon HH' [fig. 225), par une de ses lignes de front AA', 
dont aa' est la projection géométraie. La solution précédente s'ap- 
plique encore. La projection d coupant HH' en F et aa' en m auquel 
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correspond M sur AA', FM est l'inlersecUon du plan {ï)d) et du plan 
horizontal HH'AA' et donne le point P sur D. 

Remarque. — La solution précédente tombe en défaut, lorsque la 




droite D est verticale, parce qu'alors sa projection j 

réduit à un seul point d. On prend alors comme plan auxiliaire un 

plan vertical quelconque, par exemple, dans le cas général {fig. 226), 





le plan passant par D et Aa qui coupe le plan BGbc suivant Mm, et, 
dans le cas du plan horizontal {fig. 226 bis), le plan passant par U 
et un point F quelconque de la ligne d'horizon, plan qui coupe le 
plan de front AA'aa' suivant Mm. 

234. Droites et plans pei-peiidiciilaires. — Soil %' 
(fig. 227) la ligne de fuite d'un plan. Cherchons le point de fuite V 
des perpendiculaires à ce plan. 
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Pour cela supposons que, sans cliauger la position du poiiil de vue 
el. du iableau et, par suite, celle du point de fuite principal '^, nous 
fassions un changement de 
plan d'horizon , de manière à le 
rendre perpendiculaire au 
plan donné. La ligne d'hori- 
zon sera alors perpendicu- 
laire à la ligne de fuite 09' du 
plan {a" 180), et, comme le 
point f n'a pas changé, ce 
sera la perpendiculaire aK 
abaissée de » sur W. 

Toutes lesperpendiculaires 
au plan considéré ayant même 
point de fuite, nous pouvons 
prendre une de ces perpen- 
diculaires situées dans le nou- 
veau géométral. Son point de fuite V est sur la nouvelle ligne d'ho- 
rizon ttK. En outre, comme elle est perpendiculaire à la trace du 
plan sur le nouveau géométral, trace dont le point de fuite est K, 
on a (n" 194) 

On a donc le point de fuite V des perpendiculait'es aux plans dont 
la ligne de fuite est 60', en abaissant du point a la perpendiculaire sK 
sur M' et prenant sur cette perpendiculaire, de l'autre côté du point -f , 
le point V tel que la relation précédente soit satisfaite. 

Cette construction prise à l'inverse permet de déduire la ligne W 
du point V . 

Remarque. — Le pied v de la perpendiculaire abaissée de V 
sur HH' est le point de fuite des projections géométrales des per- 
pendiculaires considérées. Or, la similitude des triangles alvù et srV 
donne 

ce qui montre que la projection géométrale de toute perpendiculaire 
au plan considéré est perpendiculaire à la trace géométrale de ce 
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plan, dont 9 est, en effi 
théorème bien connu. 
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3t, le point de fuite; c'est »ne vérification d'un 



2iî5. l'ei-pondîeulairc abaissée d'un poinl donné sur 
un plan donné. — Soit à mener, par le point A, dont la projec- 
tion géométrale esl a, une perpendiculaire au plan dont la ligne de 
fuite est 99' et la trace géométrale 9T (^. 228). De laligne de fuile 69' 




nous déduisons, comme il a été dit au numéro précédent, le point 
de fuite V des perpendiculaires au plan. Nous n'avons donc qu'à 
tirer AV pour avoir la perspective de la perpendiculaire demandée, 
dont la projection géométrale est av. Pour avoir le pied P de cette 
perpendiculaire, prenons son point d'intersection avec le plan T99', 
comme il a été dit au n" 223. Le plan projetant AV coupe la trace 
géométrale 9T au point S, la droite à l'infini du plan W au point U. 
La droite SU coupe AV au point P cherché. 

^30. Plan ntené par un poinl donné per|»endionlai- 
renient à un plan donné. — Soit MV, projetée sur le géo- 
métrai en mi> (fig. 229), la droite à laquelle on veut mener un plan 
perpendiculaire par le point A. Du point V on déduit la ligne de 
fuite 99' du plan cherché, ainsi qu'il a été dit au n" 234. Reste à 
construire la trace géométrale du plan déterminé par cette ligne de 
fuite et le point A. Pour cela, menons la ligne de front AB passani 
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en ce poinl. Elle est parallèle à W, et sa projecUon géométrale est 
parallèle à HH'. Il suffit de joindre la trace B de cette ligne de 
front au point 9 pour avoir la trace du plan demandé. Pour avoir 
l'intersection de ce plan avec la droite MV, prenons les points de 




rencontre S et T du plan projetant MV avec la trace SB et avec la 
ligne de front AB du plan. TS donne sur MV le point P cherché. 

La droite AP est, dans l'espace, la perpendiculaire menée du 
point A à la droite MV. 

337. Changement de géométral. — Il est avantageux, 
en certains cas, de prendre comme géométral auxiliaire un plan 
perpendiculaire au tableau et parallèle à certaine droite figurant 
sur l'épure. Il faut alors déterminer les nouvelles projections géo- 
métrales des points qui interviennent dans les tracés. Ce problème 
est un cas particulier de celui du n" 235. 

Soit F le point de fuite de la droite d parallèlement à laquelle on 
peut prendre le nouveau géométral {fig. 230). La ligne de fuite de 
ce nouveau géométral devra donc passer par le point F. Ce nouveau 
géométral étant, en outre, perpendiculaire au tableau, sa ligne de 
fuite devra passer par le point de fuite principal a. Cette ligne 
de fuite, prise pour nouvelle ligne d'iiorizon HjH',, est donc la 
droite ^F. Pour définir complètement le nouveau géométral, don- 
nons-nous, d'une manière absolument arbitraire, sa trace oT sur 
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l'ancien {'). Il s'agit de trouver la projection sur le géoraélral TlIiII', 
du point A, projelé en a sur le géométral THH'. 

Appliquons la conslruction du n" 235, en remarquant que les 
points V, y et U de la figure 228 sont ici rejetés à l'infini respecti- 
vement dans la direction perpendiculaire à H^H',,, sur HH' et 
sur H|H'|. Le tracé se réduit dès lors à ceci : mener aa parallèle 
à LL', puis AB| perpendiculaire à H, H',, et -j-a^ parallèle à H,H'p 
qui se coupent au point a^ cherché. 

La distance du point de 
vue au tableau n'ayant pas 
varié, on a le nouveau 
point principal de distance 
i| en portant sur HiH'i le 
segment fi, égal à -^ A. 

Remarque. — Le plan 
Aawïj est un plan de front. 
En outre, Affl), perpendicu- 
laire au plan THjH'p est 
perpendiculaire à la droite 
d, parallèle à ce plan. Donc, 
les droites perpendiculaires ^,..--'^ '^ 

au nouveau géométral sont ^•i^^-""^'^ 
les droites de front pcrpen- l'i^ ^^lo. 

diculaires à à. 

Si, par exemple, on avait à mettre en perspective un cube cons- 
truit sur une arête à donnée en perspective, et dont une autre arête $ 
fût de front, on prendrait un géométral auxiliaire parallèle à d. 
Gomme l'arête (X serait perpendiculaire à ce nouveau géométral, on 
se trouverait amené à mettre simplement en perspective, par rapport 
à celui-ci, un cube vertical connaissant une de ses arêtes hori:; on taies, 
problème bien facile à résoudre. 

238. Résumé. — Ayant appris à eifectuer directement sur le 
tableau perspectif toutes les constructions élémentaires en lesquelles 
se décompose une épure quelconque, nous pourrions reprendre, par 
ce moyen, les divers problèmes de construction dans l'espace qu'on a 

(') Si on voulait que la droite il Mt dans le nouveau géomi5tral, il suffirait que la 
nouvelle ligne de terre passât par la trace de A sur le tableau. On aurait donc alors 
le point T en menant par cette trace une parallèle à HiH',, 
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l'habitude de traiter par les méthodes de la Géométrie descriptive 
ordinaire (trait de stéréotomie). Il n'y aurait à cela aucune utilité. 
Les élèves pourront s'exercer par eux-mêmes à résoudre un certain 
nombre de ces problèmes. Nous nous bornerons à traiter ci-dessous 
quelques exemples spéciaux plus particulièrement intéressants pour 
la perspective. 



G. — Applications diverses 
a. — Images dans des miroirs 

i230. Inirtfios par réflexion sur des pliiiis. — On sait que 

l'image par réliexion d'un point sur un miroir plan est la même que 
celle que donnerait la vision directe du symétrique de ce point par 
rapport à ce plan. Par suite, construire la perspective de l'image par 




réflexion d'une figure sur un miroir plan revient à construire la 
perspective de la figure symétrique de la figure donnée par rapport 
à ce plan . 

Soit à trouver, par exemple, l'image par réllexion A' du point A 
sur un miroir plan défini par sa trace géoraétrale dT et sa ligne de 
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fuite W (') (Jl(/. 231). Nous construisons, comrae il a été dit au 
n" 285, le pied P de la perpendiculaire abaissée au point A sur le 
plan T80'. Il s'agit maintenant de prendre sur la droite AP le seg- 
ment PA' égal à AP. Pour cela, ainsi qu'on l'a vu au n" 220, il suffit, 
ayant pris le point de distance d correspondant au point de fuite v de 
la projection géométrale de AP, de mener par P une parallèle a Vd 
qui coupe AiJ en A^, puis, ayant porté sur cette parallèle le seg- 
ment PA'n égal à A^P, de tirer dA\ qui coupe AP au point A' 
cherché. 

Memarque. — Si on a à 
construire de celle façon les 
images d'un certain nombre de ■ 
points, il faudra joindre los 
projections de tous ces points 
au point v, puis chacun d'eux 
au point V. On a indiqué, pour 
le cas où les points îî et V sont 
inaccessibles, la manière d'ef- 
fectuer cette double construc- 
tion au moyen du té brisé 
(n°gll). 

En outre, afin de n'avoir pas à répéter, pour chacune des droites 
AP, la construction qui vient d'être indiquée poiir le point A', on peut, 
en remarquant que le point A' est le conjugué harmonique du 
point A par rapport aux points V et P, recourir à l'emploi de 
l'échelle divergente représentée sur la figure 2B2. Cette échelle se 
compose d'un triangle isocèle Saa avec les bissectrices intérieure 
et extérieure Sp et Sv de l'angle au sommet. Il suffit d'amener les 
points A, P et V, reportés sur le bord d'une bande de papier, 
respectivement sur sa, sp, sv, pour avoir sur sa le point A', 




Îi40. Cas |>ai'tioutiei's. — ■ Si le plan du miroir est perpen- 
diculaire au tableau [fig. 233), on aie piedP de la perpendiculaire 
abaissée de A sur ce plan, comme il a été dit au n" 237, c'est-à-dire 
en menant aS parallèle à HH', SP parallèle à ofi', AP perpendicu- 
laire à SP. En outre, la droite AP étant de front, on a le point A' 
en prenant simplement le symétrique de A par rapport à P. 

(') On poTiiTiiil, lemplacpi' rfil.l.c lifïiic do fiiilc par lonle anUe ligne Je fioul, du 
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Si le plan du miroir est horizontal, ce qui est le cas pour la 
réflexion sur une nappe d'eau, on définit ce plan, en outre de la 
ligne d'horizon HH', par une de ses lignes de fronl EE', dont la pro- 
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jecdou géométrale est ee [pj. 234). On détermine, comme il a été 
dit plus haut(n'' 233, Remarque), le poiat de rencontre P de la ver- 
ticale du point A et du plan HH'EE', el on prend le symétrique A.' 
du point A par rapport au point P. 

b. — Intersection des cûnes et g\lindhes 

2^41. InLoi'secUoii des cônes et cylindres. — Il n'y a 

pas, au point de vue des constructions perspeclives, de différence 
entre les cylindres el les cônes, le point de fuite des génératrices 
jouant, pour les uns, le même rôle que le point perspectif du sommet 
pour les autres. 

Considérons donc le cas général de deux cônes définis par leurs 
sommets S et S' et des sections planes G et G' {fig. 235). Appelons D 
la droite d'intersection des plans des sections G et G', s et S' les 
points d'intersection de ces plans avec la droite SS'. 

Goupons les deux cônes par un plan quelconque passant par SS'. 
Pour cela menons par :S et S' deux droites se coupant en un point X 
quelconque de la droite D. Le plan auxiliaire XSS' coupe les bases 
G et G' aux points A et A'. Les génératrices SA et S'A' contenues 
dans ce plan, se coupent au point M, qui appartient à l'intersection. 

La tangente en M est l'intersection des plans tangents SAU et 
S'A'U' aux deux cônes le long des génératrices SA et S'A'. Ges 
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deux plans tangents peuvent être considérés comme des cônes de 
sommets S et S' ayant pour directrices les tangentes AU et A'U' à G 
ei G'. Nous pouvons donc, par le même procédé, avoir un second 
point de leur intersection ; tirons donc SY et S'Y qui coupent AU et 
A'U' en TI et U'; SU et S'U' donnent le point T qui appartient à, la 
tangente en M à la courbe d'intersection. 



Observons, d'ailleurs, que, tout en faisant varier le point X sur la 
droite D pour avoir d'autres points M, on pourra toujours se servir 
du même point Y pour avoir les points T correspondants. 

Remarque. — Si les courbes G et C sont dans un même plan, s et 
S' se confondent. On n'a plus qu'à faire pivoter autour de ce point S 
une droite auxiliaire coupant G en A, G' en A', et à prendre le point 
de rencontre M de SA et S'A'. 

Quant à la tangente en M, elle passe alors simplement par le point 
de rencontre des tangentes à G et à G', menées en A et A'. 

On trouvera au n" 244 une application de cette méthode, 

û. — Les ombhës ex përsj'kcïive 

Îi42. Dîvei'ses positions de la sourec lumineuse. — 

La source lumineuse étant supposée réduite à un point S, on peut, 
si ce point est vu par l'observateur, le représenter en perspective. 
L'ombre portée par un point A sur une surface étant l'intersection 
de la droite SA et de cette surface, on est amené à résoudre un pro- 
blème connu pour lequel la construction sera effectuée directement 
sur le tableau, grâce aux principcs_exposés ci-dessus. 
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Il semble, au premier abord, que cette solution cesse d'être valable 
lorsque la source lumineuse S est en arrière de l'observateur, parce 
qu'elle n'a pas alors de perspective réelle. Mais, si on convient 
comme il a élé dit au n" 175, de représenter encore un tel point par 
l'intersection de la droite OS avec le tableau, intersection qui est 
dite une perspective virtuelle, la solution subsiste encore, car, ait 
point de vue -purement géométrique, il n'y a pas de différence d'un 
■cas à l'autre. 

Remarquons simplement que ce qui distingue géométriquement 
ime perspective virtuelle d'une perspective réelle, c'est que, pour la 
première, la perspective de la projection géométrale est au-dessuf^ 
de la ligne d'borinon, tandis que, pour la seconde, elle est ojâ des- 
sous. 

Si, comme cela a lieu généralement, on ne considère qv^ des 
points au-dessus du géométral, lo perspective réelle est au-dessus 
de sa projection géométrale, la perspective virtuelle est au-dessous. 

Enfin, dans le cas de la perspective réelle, la perspective d'un 
point à gauche de l'observateur se fait à gauche de la verticale du 
point f ; tandis que, dans le cas de la perspective virtuelle, la pers- 
pective d'un point à gauche de l'observateur (supposé toujours la 
îace tournée vers le tableau) se fait A droite de la verticale du 
point (f. 

Si on se rappelle, en outre, que la perspective de tout point du 
plan neutre se fait à l'infini du tableau perspectif (n" 175), on voit 
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que les diverses positions (Xune source lumineuse supposée toujours 
à gauche de l'observateur et à distance finie (fiambeau) sont les 
suivantes : 

1° En arrière du tableau (/*'/, 236, Ai ; 

2° Entre le tableau et le plan neutre [fig. 236, B) ; 

3" Dans le plan neutre [fig. 236, G] ; 

4" En arrière du pian neutre {fig. 236, D). 
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Si la source lumineuse est à l'infini dans une direction donnée, 
auquel cas on lui donne le nom de -soleil, la projection géométrale s 
est sur la ligne d'horizon, et on a les trois dispositions suivantes : 



1" Kn arrière du tableau [fig. 237, A) ; 

2" Dans une direction parallèle au tableau {flg. 237, B) ; 

'?>" En arrière du plan neutre [fig. 237, G). 

C'est cette dernière position de la source lumineuse qui est géné- 
ralement adoptée pour le dessin. 

Quelle que soit, d'ailleurs, la position donnée à la source lumi- 
neuse S, le tracé reste le même. En particulier, l'ombre portée par 
un point A sur le géométral est toujours la trace géométrale du 
rayon AS, c'est-à-dire le point d'intersection de la droite AS et de 
sa projection géométrale. 

Nous nous bornerons à traiter ici quelques exemples particuliers. 

243. Ombre propre el ombre portée sur le géomé- 
Iral (l'un cône ou d'un cylindre vertical. — Pour le cône, 
il suffit de prendre la trace géométrale Aj du rayon joignant le som- 
met A à la source lumineuse {fig. 238) el de mener de ce point A, 
■des tangentes à la base B. Les points de contact de ces tangentes 
déterminent, en outre, les génératrices d'ombre propre du cône. 

Pour le cylindre, employons des plans sécants verticaux, passant 
par la source lumineuse, c'est-à-dire dont les traces géométrales 
passent par la projection géométrale />■ de la source lumineuse. Ceux 
de ces plans qui sont tangents au cylindre, c'est-à-dire dont les 
traces sont les tangentes sa et sb menées du point s à la base sur le 
géométral (fig. 239) donnent les génératrices d'ombre propre Aa 
et B6, dont les ombres portées «A, et 63, sur le géométral limitent 
l'ombre portée du cylindre. 

Pour achever de déterminer celle-ci, cherchons l'ombre portée 
par la base supérieure. Cette ombre est. une elUpse tangente en A 
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el en B| à flAj et à bB,. Prenons une génératrice quelconque cG. 
L'ombre du point G se fait en G[. En outre, les tangentes à l'eîlipse 
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AGB en G et à l'ellipse A|G,B^ en G, étant parallèles dans l'es- 
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pace, et horizontales (puisque ce sont les iiiterseclions par deux 
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plans horizoïUaux du plan tangent au cône SABG le long de SG) se 
coupent, en perspective, en un point F de la ligne d'horizon, qui csl 
également le point de fuite de la tangente en G à la base. 

On peut ainsi construire autant de points que l'on veut de 
l'ellipse A|G|B, avec les tangentes en ces points. 

244. Ombre autoporlée d'un berceau en plein cintre 
éclairé i»ar le soleil. — L'ombre autoportée par le berceau en 
plein cintre esl l'intersection du cylindre qui le constitue et du 
cylindre formé parles rayons lumineux s'appuyant sur le cercle de 
tète. 

Le premier de ces cylindres a pour base le demi-cercle perspec- 
tif A^A'B [fig. S40), et pour point de fuite de ses génératrices le 
point F de la ligne d'horizon ; le second a pour base le même cercle 
AjA'B, et pour point de fuite de ses génératrices la perspective 
{virtuelle dans le cas de la figure 240) du soleil S. 

1 




Puisque ces deux cylindres ont en commun le cercle Â|A'B, le 
complément de leur intersection sera une ellipse. Pour trouver 
cette ellipse, appliquons la méthode du n" 241 [Remarque). La 



y Google 



242 CHAPITRE IV. — PERSPECTIVE MNRAmB 

ligne FS des points de fuite coupe le plan de la base au point ^. 
Coupons par un plan auxiliaire quelconque passant par FSS, celui, 
par exemple, dont la trace sur le plan de base est i^AA'. Les géné- 
ratrices FA et SA' se coupent au point M, qui appartient à l'ellipse 
d'intersection. Si les tangentes à la base en A et en A' se coupent 
en T, NT est la tangente en M à celte ellipse. 

En particulier, la droite -A|A', donne le point M, sur la géné- 
ratrice de naissance FAi- 

La tangente menée de S au cercle de base donne le point M,, où 
ce cercle est rencontré par l'ellipse d'ombre. En ce point, la cons- 
truction de la tangente précédemment indiquée devient illusoire, 
puisque les droites AT et A'T se confondent ; mais on peut obtenir 
cette tangente par la remarque suivante : la courbe étant plane, la 
tangente en chacun de ses points est l'intersection de son plan avec 
le plan langent au cylindre d'ombre en ce point. Donc la tangente 
en M|, est l'intersection du plan tangent au cylindre d'ombre le long 
de M„S et du plan de l'ellipse d'ombre. Celui-ci est défini par les 
droites M^M, et M|Ti, celui du plan tangent au cylindre d'ombre 
en Mgpar M^S et M,|S. Il est facile d'avoir un second point de l'in- 
tersection de ces deux plans (n" 232) ; joint à M^, il donne la tan- 
gente cherchée. 

Si l'on suppose le plan des naissances opaque (c'est le cas de la 
perspective de l'entrée d'un tunnel) et qu'on veuille l'ombre portée 
sur ce plan par le cercle d'entrée, on n'a qu'à prendre le rayon A'.,S 
passant par chaque point A'„ de ce cercle, et sa projection géomé- 
métrale a'„s. Ces deux droites se coupent au point M.,, ombre portée 
de A'„ sur le plan de naissance. On a, de plus, la tangente en M., à 
l'ellipse BMjM, en joignant ce point à U„, où la tangente en A',, au 
cercle d'entrée coupe la trace A|B du plan de ce cercle. 

Au point B, la tangente, intersection du géométral et du plan tan- 
gcul en B au cylindre d'ombre, eslBs. 



D. — Restitution perspecHoe de l'espace 
Application à la topographie 

245. Restitution perspective des étiiliees, ■ — Nous 
envisagerons le cas qui f.e présente le pins fréquemment dans les 
apolications, celui où on connaît les perspectives de trois segments 
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(le longueur donnée, l'un Mis vertical, les deux autres AB et AIT 
pris sur des horizontales différentes {fig. 241). Ce cas se présente 
lorsqu'on veut faire la restitution d'un édifice. 





\&- 


3.X^/ 




\x 


K 




n 


/ 


\ 





Remarquons d'abord que l'on rencontre toujours sur la perspective 
d'un édifice au moins deux couples d'horizontales parallèles dans 
l'espace, telles que AB et MX, A'B' et M'X', qui donnent deux points 
de fuite F et F' et, par suite, la ligne d'horizon. 

Connaissant la vraie grandeur de la verticale MN, on a, sur la 
perspective, l'échelle du plan de frotit de celte verticale. Mais cette 
échelle ne répondant généralement pas à un rapport de réduction 
simple, il vaut mieux se servir d'un autre plan de front présentant ce 
caractère. Si, par exemple, on insère entre les droites FM et FN le 

segment vertical M,|N,, égal à une fraction simple £■ 77:' ■^■- de 

la grandeur du segment MN dans tesyace, on détermine ainsi un 
plan de front dont l'échelle est définie par ce rapport simple. 

Les horizontales AB et A'B' rencontrent ce pian de Iront aux 
points A„ et A'^, sur les verticales des points M,, et M'„. 11 suffit de 
porter sur les parallèles à M„M',, menées par A„ et A'„les vraies gran- 
deurs de AB et de A'B', à l'échelle du pian de front N|,M'„A|,A'o, e 
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de tirer A^F et A'^F' pour avoir sur les horizontales de front menées 
par A et A' les segments AB, et A'B'j égaux aux longueurs de AB 
et de A'B' de l'espace, aux échelles respectives des plans de front 
de A et de A'. Donc, en tirant BB, et B'B',, on obtient sur la ligne 
d'horizon les points de distance D et D' répondant respectivement aux 
points de fuite F et F'. On est ainsi ramené au cas du n° 204. 

Si les points D et D' se trouvaient rejetés hors des limites de 
l'épure, on aurait recours aux points de distance réduite dans un rap- 
port convenable. 



S46. Restitution tics points île l'espace aii moyen de deux 
perspectives, iicthode de levé topographique du colonel 

Laussedat. — Supposons les perspectives d'un ensemble de points de l'espace 
prises successivement de deux points de vue et 0,.. On aura, en clia- 
cune de ces stations, déterminé avec précision sur le tableau perspectif, la 
ligne d'horizon HH' ou H|H',, et le point de fuite principat tp ou ç, {fi.g. 242). 




Nous désignons par (P) et (P^) les perspectives ainsi obtenues. 

Supposons connues pour le moment les distances principales 0^ et Ojtp,. 
Nous pourrons alors, pourvu que nous ayons mesuré sur le terrain les 
angles 0,0^ =; w et 00,^, ^ tii|, construire à une échelle donnée la projection 
géométrale du triangle 0*0, formé par les droites O9 et 0|(f., avec 00,, puis 
porter sur 0* et 0,*, les longueurs Oç et 0,(f,. Élevant en y et <f, à Oi 
et 0,tp, les perpendiculaires HH' et H,H',, sur lesquelles nous reporterons les 
projections m, r,... »«,, r,,,,. des différents pointa considérés sur les lignes 
d'horizon, nous avons en Or,Om, O,)-,, 0,îm, les projections géomé- 
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traies des droites unissant les points et 0, aux divers poinls M, R,... d<: 
l'espace (n" ilQ, Remarque). 

Donc, les points de rencontre respectifs de Or et 0,r|, Om etO,m,, 

nous donneront les projections géométrales Mq, R,,, des points M, R,,.., le 

plan ainsi obtenu étant à une échelle définie par le rapport de la longueur de 
la droite 00, dessinée à la distance comptée horizontalement entre les sta- 
tions et 0| sur le terrain. 

Au lieu de mesurer Oç et O,!!,, on peut, ayant choisi un point de repère R, 
mesurer les azimuts (fORr3a,;iJ|0,R, =; «,, de ce point R par rapport aux per- 
pendiculaires 0<fi,0,<|j, menées de chaque pointdevne au tahleau perspectif cor- 
respondant. Il suffit, aprèsavoir marqué tes pointe, m, r, sur HH' de faire 

glisser cette droite en la maintenant perpendiculaire à 0$ et laissant le 
point (f sur 0'I> jusqu'à ce que le point r vienne sur la direction OR définie par 
l'azimut a.. On peut même déterminer avec plus de précision le point *■ en por- 
tant sur la perpendiculaire élevée en à 0* la longueur Or^ = çr et menant 
par î-g une parallèle à 04 jusqu'à sa rencontre en r avec OR. De même, 
pour H, H',. 

Cette façon de procéder a l'avantage de permettre d'établir la perspective à 
une échelle quelconque sans avoir à connaître la distance principale corres- 
pondante. 

34?. Tel est le principe de la méthode proposée par le colonel Lausse- 
dat pour le levé des plans par la perspective. On obtient d'ailleurs les pers- 
pectives (P) et (P,) au moyen d'une chambre photographique munie de niveaux 
permettant de rendre la plaque exactement verticale, l'axe de l'objectif étant, 
d'ailleurs, rendu parfaitement perpendiculaire à cette plaque. Le point de vue 
est alors le centre optique de l'objectif, la ligne d'horizon, l'intersection (qui 
peut être tracée d'avance) de la plaque et du plan horizontal passant par ce 
centre optique, le point de fuite principal, le point (qui peut être aussi marqué 
d'avance} où l'axe de l'objectif coupe celte ligne d'horizon. 

On voit que l'appareil devra être muni, en outre, d'un dispositif permettant 
de mesurer, par rapportai' axe de l'objectif, l'azimut du point de repère H. choisi. 
Mais il sera, d'après ce qui vient d'être dit, inutile de mesurer la distance prin- 
cipale. Il n'y aura, pour la même raison, aucun ineonvénientà ce que, dans le 
tirage de l'image photographique, il se produise une contraction générale 
réduisant dans un rapport quelconque les dimensions de la perspective, pourvu 
que celle-ci reste semblable à elle-même, condition qui se trouve, en pra- 
tique, toujours suffisamment réalisée. 

Reste à déterminer la hauteur de chaque point M au-dessus du plan d'hori- 
zon d'un des deux points de vue, par exemple. D'après ce qui a été vu au 
n° 176 {Remarque), cette hauteur est donnée par 
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ces Irois longueurs étanl mesurées à ('échelle du plan géomêlval, Mwi sur le 

tableau perspectiF (P), OMo et Om sur le plan géométral. 

On peut de même calculer les hauteurs par rapport au plan d'horizon du 
point 0,. Si on a mesuré directement sur le terrain la différence de niveau 
entre les points et 0,, on a là un moyen de vérification. 

Parmi les applications qui ont été faites de cette méthode (dont l'esposé 
complet comprendrait hien iJ'autres détails), il convient de citer l'établisse- 
ment de la carte de la région montagneuse du Canada qui borde la fron- 
tière de l'Alaska. 
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GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE 



Chapi'iiie V: Courbes planes. 
CMA.|in'UE VI: Courbes gauches. 
Chapitre VU: Surfaces en général. 
Chapitre VIII : Surfaces de nature spéciale. 
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RAPPEL DE DEFINITIONS Eï DE PRINCIPES 



1±4ÎÎ. Les in fi ni me ut pelîts en Analyse. — Nous com- 
mencerons par rappeler quelques définitions données et quelques prin- 
cipes énoncés dans le Cours (F Analyse. 

On appelle infiniment 'petit toute quantité variable qui (end vers 
zéro. 

Ayant adopté, dans une question, un certain infiniment petit î„ 
comme étalon servant à évaluer les autres, on appelle z^ l'infiniment 
petit principal, et on dit d'un autre infiniment petits,, qu'il est d'ordre n, 

si le rapport —- a pour limite une quantité finie. 

Toutinfiniment petit lié à l'infiniment petit principal peut s'expri- 
mer, en fonction de celui-ci, par une formule telle que 

Si la fonction du second membre est, dans un certain intervalle 
autour de la valeur zéro, développable par la formule de Maclaurln, 
ce qui est généralement le cas dans les applications, on a 

.. =/(.) + ..'-» + + ..- '^, + H- '-^f°J + 

On doit donc avoir, d'après la définition même de=„, 
A(o) = o, r(») = o /<-o(o;.:^. 0. 
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Tel est le caraclère analytique d'un infiniment petit du n'"'"' ordre. 
lorsque s,, est pris pour infiniment petit principal. 

On voit immédiatement que le produit de deux infiniment petits 
d'ordres respectifs n et n' est un infiniment petit d'ordre n + '*'■ 

Le théorème fondamental que l'on démontre en Analyse, relative- 
ment aux infiniment petits, est le suivant ; 

Dans toute fonction rationnelle du pre^nier degré d'infiniment 
petits du même ordre, on peut, pour chercher ht limite de cette 
fonction, remplacer ces infiniment petits par d'autres qui n'en dif- 
fèrent que par des infiniment petits d'ordre supérieur. 

C'est sur ce principe unique que repose toute l'Analyse infinitési- 
male. 

On sait, en particulier, que la diiférentielle d'une fonction d'une 
variable indépendante, c'est-à-dire le produit de la dérivée de cette 
fonction par l'accroissement infiniment petit de la variable, diffère de 
l'accroissement infiniment petit de cette fonction d'un infiniment petit 
d'ordre supérieur. Le principe sus-énoncé permet donc de substituer, 
dans les calculs de sommes et de rapports, la différentielle d'une fonc- 
tion à son accroissement infiniment petit. 

tiV). Les iiitîiiimcut jielils en Géoinôlrie. — ■ Sil'on sup- 
pose, dans une figure de Géométrie, un certain élément variable, et 
que l'on considère la suite continue des états de la figure correspon- 
dant à la variation continue de cet élément, on a ce qu'on appelle 
une figure variable. 

On peut alors considérer que ces divers états de la figure variable 
sont produits par une figure mobile qui se déplace en se déformant 
pour venir coïncider successivement avec chacun d'eux ; mais ce 
n'est là qu'une forme spéciale de langage. La notion de déplacement 
n'a ici rien de nécessaire. 

Considérer en bloc le lieu de toutes les positions d'un point satis- 
faisant à une condition donnée ou imaginer que ce lieu soit décrit 
par un point se déplaçant en satisfaisant toujours à cette condition, 
cela correspond à des manières d'exprimer diflféremment une même 
idée. Un énoncé quelconque peut être traduit selon l'un ou l'autre 
mode de langage sans que le fond en soit aucunement modifié. 

Dire que le cercle est le lieu des points équidistants d'un poini 
donné ou que le cercle est la courbe décrite par' un point qui reste 
à une distance fixe d'un point donné, ce n'est qu'un seul et même 
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énoncé. Seulement, dans un cas. on se figure simultamjuent, et 
dans l'autre successitevient, tous les points du lieu. 

Chaque état de la figure variable peut être défini analytiquement 
par une valeur attribuée à un paramètre variable. Deux états de la 
figure, correspondant à deux valeurs de ce paramètre ayant une diffé- 
rence infiniment petite, sont dits infiniment voisins. 

Les limites vers lesquelles tendent certains éléments de la figure, 
de l'un à l'autre de ces états infiniment voisins, sont définies par 
certaines lignes ou certains points (tangentes, normales, centres de 

courbures, ). 

C'est l'étude de ces éléments limites, fort utiles à considérer dans 
nombre d'applications, qui constitue l'objet de la Géométrie infini- 
tésimale. Celle-ci peut donc être définie l'étude des propriétés des 
figures dans lesquelles intervient la notion d'infiniment petit. 

Ayant choisi, sur une figure, certain infiniment petit défini géo- 
métriquement comme infiniment petit principal (par exemple, l'arc 
compris entre deux points infiniment voisins pris sur une courbe), 
on peut toujours supposer les divers éléments de la figure définis 
onalytiquement en fonction d'un paramètre t absolument quelconque, 
mais répondant à cette seule condition, que son accroissement infini- 
ment petit soit dw^remier ordre par rapport à l'infiniment petit prin- 
cipal choisi. Toute relation établie entre les variations infiniment 
petites d'éléments mesurés sur la figure sera vraie, d'après le prin- 
cipe rappelé plus haut, pour les différentielles de ces éléments 
exprimés en fonction du paramètre t. On pourra donc, sans définir 
autrement la variable indépendante t, parler des différentielles des 
éléments géométriques considérés, les formules obtenues subsistant, 
sous la condition soulignée plus haut, quelle que soit la façon dont 
on particularise le paramètre t. 
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CHAPITRE V 
COURBES PLANES 



t; 1. — Principes généraux 

250. Élémeiiti^ ionOnniontaux de ht liëoméU'io inlï- 

nitésimale plane. — Nous commencerons par rappeler quelques 
définitions élémentaires concernant les courbes planes. 

On définit la tangente en un point d'une courbe la limite de la 
droite qui joint ce point [point de contact) à un point infinimenl 
voisin pris sur la courbe. 

La normale est la perpendiculaire élevée à îa tangente par son 
point de contact {2ned ou point d'incidence de la normale). 

L'angle des tangentes aux points infinimenl voisins M et M', qui 
est égal à celui des normales aux mêmes points, est dit l'angle de 
contingence au point M. lî est, aux inliniment petits d'ordre supé- 
rieur près, égal à la différentielle de l'angle 9 que la tangente en M 
fait avec un axe fixe quelconque du plan. Si ds est la différentielle 

de l'arc au point M, on donne à la dérivée y le nom de courbure 

au point M et, à son inverse, celui de rayon de courbure. L'expres- 
sion de ce rayon R esl donc donnée par 

m "-!■ 

Ce rayon R est égal à la distance du point M à la position limite \i. 
qu'occupe sur la normale en M le point où cette normale est ren- 
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contrée par la normale en M' (') ; le point ;j. a reçu le nom de centre 
de courbure répondant au point M. 

La limite du cercle passant par le point M ei deux points infini- 
ment voisins de la courbe est le cercle de centre jj. et de rayon j*M. 
Il a reçu le nom de cercle oacuîateur, pour une raison qui sera 
donnée un peu plus loin, ou de cercle de courbure, en raison de ce 
que sa courbure est la même que celle ci-dessus détinie de la courbe 
donnée au point M. 

Le cercle osculateur est encore la limite du cercle langent en M à 

la courbe donnée et passant par le point infiniment voisin M', Or, 

si P est le pied de la perpendiculaire abaissée de M' sur la normale 

M M'- 
en M, le rayon d'un tel cercle es! égal à 57777- Donc 



relation qui offre un moyen de déterminer R. Elle liiontre, en ouïr 
que MP est du deusième ordre. Or, puisque 

MM'- diffère de PM'"' d'un iiilininient petit du (juatrième ordre. 
On peut donc écrire 



Si doux courbes ont en coimiiun deux; points iiilinimcnt voisins, on 
dit qu'elles ont, au point limite, un contact du premier ordre. 
D'après ce qui vient d'être dit, on voit qu'elles ont même tangente en 
ce point. 

Si elles ont en commun trois points infiniment voisins, on dit 
qu'elles ont, au point limite, un contact du deuxième ordre. D'après 
ce qui vient d'être dit, on voit qu'elles ont même cercle osculateur 
en ce point, par suite, même centre de courbure répondant à ce 
point. 

(') Voir [jiLis kihi, u" ili:!, coiisiSciaiim;.: tiri;û de la fun.r.ilo (III). 
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Et ainsi de suite, pour les contacts d'ordre supérieur au 
deuxième. 

On démontre, par l'Analyse, que la distance de deux points infi- 
niment voisins du point de contact pris respectivement sur deux 
courbes ayant un contact d'ordre n est d'ordre « + 1 ('). 

Une courbe algébrique, d'espèce connue, est complètement déter- 
minée lorsqu'on se donne un certain nombre N de ses points. Il n'y 
aura donc qu'une courbe algébrique de cette espèce ayant avec une 
courbe donnée un contact du (N — 1)'"'"^ ordre. Cette courbe algé- 
brique est dite alors osculatrice à la courbe donnée. 

Par exemple : puisque trois points déterminent un cercle, le 
cercle ayant, avec une courbedonnée, un contact du deuxième ordre 
en un point donné, sera osculaleur à cette courbe en ce point. 

Puisque quatre pointa déterminent une parabole, et aussi une 
hyperbole équilatère, la parabole ou l'hyperbole équilatère ayant, 
avec une courbe donnée, un contact du troisième ordre en un point 
donné, sont osculalrices à cette courbe en ce point. 

Puisque cinq points déterminent une conique quelconque, îa 
conique ayant, avec une courbe donnée, un contact du quatrième 
ordre en un point donné, est osculatrice à cette courbe en ce 
point, etc. 

Plus élevé est l'ordre du contact, plus intimement, en quelque 
sorte, la courbe osculatrice épouse la forme de la courbe donnée aux 
abords du point de contact. En particulier, l'arc d'une courbe et 
celui de sa conique osculatrice en un de ses points sont tout près 
de se confondre sur une certaine longueur à partir du point de 
contact. 

La connaissance du cercle osculaleur ou, ce qui revient au même, 
celle du centre de courbure est pratiquement déjà bien suffisante 
pour renseigner sur l'allure d'une courbe aux abords d'un de ses 
points. 

11 peut exceptioimellemeiU arriver qu'on certains points l'ordre 
du contact d'une courbe avec une courbe algébrique, complètement 

(I) Ciila i-i'isiilli! immi'ilialcmpiit du i;aractfcre Jiualylic|ue dn contact du ii™"" 
oiilro. Si ikux courlu^ iiii[ un conUicL d'ordre n en un |)oiul, los '[uauli 1 liii 
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définie par N points, s'élève à l'ordre N. On dil alors qu'il y a 
surosculation. 

Ainsi, une droite ayant avec une courbe un contact du second 
ordre est surosculatrice. Le point correspondant est dit un 2^omi 
d'inflexion. Un cercle ayant avec une courbe un contact du troi- 
sième ordre est surosculateur. Le point correspondant est dit un 
sommet, etc 

251. Coufbes enveloppes. Développée. Dévelop- 
pante. — Si la position d'une courbe sur un plan dépend d'un 
paramètre variable, on peut, ayant pris deux positions iniiniment voi- 
sines G et G' de cette courbe, qui se coupent au point M', taire 
tendre G' vers G. Le point M' tend alors sur G vers une certaine 
position limite M. Le lieu E du point M est dit l'enveloppe de la 
courbe G, et l'on démontre immédiatement par l'Analyse que les 
courbes E et G sont tangentes en M, propriété qui justifie le terme 
choisi d'enveloppe. 

En particulier, toute courbe peut être considérée comme l'enve- 
loppe de ses tangentes. 

L'enveloppe r des normales d'une courbe G qui, d'après la défi- 
nition donnée au numéro précédent du centre de courbure, sera en 
même temps le lieu des centres de courbure de cette courbe, a reçu 
le nom de développée de la courbe G. Réciproquement, la courbe C 
est dite une développante de la courbe r. 

On pourra dire aussi qu'une développante d'une courbe 1^ est une 
trajectoire orthogonale des tangentes à cette courbe r. 

Le terme de développante sera justifié par la propriété fondamen- 
tale do ces courbes, donnée plus loin (n" 254, Gor. 1). 

Une courbe n'a qu'une seule développée, mais elle admet une infi- 
nité de développantes. 

252. Principes «le Géomélvîe infinîtésînialc. — La 

recherche des normales, centres de courbure, etc., est ramenée par 
l'Analyse à des problèmes de dérivation, problèmes dont on possède la 
solution générale et auxquels, par suite, il semble au premier abord 
inutile de s'arrêter. Gela est vrai en théorie, mais les formules ana- 
lytiques obtenues par cette voie sont presque toujours d'une forme 
beaucoup trop compliquée pour se prêter à une traduction géomé- 
trique élégante, lorsque celle-ci n'est pas connue d'avance. Ue là l'in- 



y Google 




PRIKCIPKS OENERAUX 257 

lérêt qui s'attache aux (héorèmes de géométrie permettant d'atteindre 
directement à des constructions simples et faciles. Les numéros qui 
suivent ont pour objet de faire connaître quelques théorèmes de celle 
nature, choisis parmi ceux qui ontles applications les plus fréquentes. 

Lemme fondamental. — Dans tout ce qui suit, nous adopterons 
pour principal un infiniment petit de même ordre que l'arc compris 
entre deux points infiniment voisins pris sur une courbe. 

Nous allons voir que, dans ces conditions : 

La corde et la somme des longueurs tangentes, prises entre leurs, 
points de contact respectifs et leur point de rencontre, sont, aux 
infmimsnt petits du troisièine ordre près^ égales chacune à l'arc. 

On a, en effet (fîg. 243), 

AB < arc AB < AT + BT. 

Mais si P est le pied de la perpen- 
diculaire abaissée de T sur AB, 

AB = AP + PB, 

:t= AT cos A + BT cosB, 

ou, puisque A et B sont des angles infîninienl petits au inoins du 
premier ordre, 

AB z:= AT + HT — AT.E^ - l5T.e'„ 

Ej et :'=, étant des infiniment petits du second ordre ('). 

Représentant la somme AT. s,, + BT.s'„ pac-31 qui est du troisième 
ordre, on voit que 

AT 4- BT — AB ™ =.,. 
Donc, a fortiori, les difi'érences 

AT + RT — arc AB 
(t)On sail,cii elîVt, qm- 

i^e qui monU'e. qun f^ esl du second ordri! p;n- l'apport à A. 
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soiil-ellcs du troisième ordre- 

a53. Première ïormule foiul amentale. — Les formules 
ondamenlale» qui suivent, sont dues à M. Mannheini, qui les expose 
■dans son Cours de Géoiûètrù; descriptwe de l'Ecole Polytechnique 
(2' éd., p. 203 à 205), en les envisageant à un autre point de vue. 

La forme sous laquelle vonl être présentées les démonstrations 
est nouvelle. 

Deux tangentes à une courbe (M) 
MA et M'A', infiniment voisines, décou- 
pent sur une aulre courbe (A) un arc 
infiniment petit AA'. Proposons-nous 
d'évaluer cet arc AA' en foiictioii de 
l'angle des tangentes MA et M'A' 
tfig. 244). 

Dans le triangle M,AA' nous avons 





\ 


<l 


-^ 


y 


\/' 






/* 



Or, l'arc AA', l'angle M,, l'angle que fait AA' avec la tangente 
en A à la courbe (A), la différence entre M, A' et MA sont générale- 
ment des infiniment petits de même ordre. Si, d'ailleurs, il n'en était 
pas ainsi, le résultat suivant aurait lieu a fortiori. Désignant, dès 
lors, d'une manière générale par :„ un infiniment petit du n'""" 
ordre, par rapport à ceux qui viennent d'être énumérés, on a 

■siu A = sin-/ -f- E, 
-M,A' = MA -f e'i, 

Le lemmc ci-dessus démontré donne 

AA' = nrc AA' -- :.,. 
On sait, en outre, que 
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Portant ceis valeurs dans la formule précédente, on voit, puisque 
/\ 
arc AA' et M^ est au moins du premier ordre, que l'on a, au moins 

au deuxième ordre près, 



D'aprcslaremarquefaileaun°249, oapeutremplacer l'arc AA' et M, 
par les différentielles correspondantes prises en fonction d'un para- 
mètre quelconque, dont l'accroissement infiniment petit soit du pre- 
mier ordre. Par suite, en représentant par la notation d (A) la 
différentielle de l'arc A A' au poinl A' et d9 la différentielle de l'angle 
que la tangente en A à la courbe AÂ' fait avec un axe quelconque, 
on a, au deuxième ordre près, 



(") 



d (A) = 4^ ■ rfe. 



Si la normale en A à la courboAA' coupe aupoinl alaiiorniale cnM 
à la courbe MM', l'angle MaA est égal à a. Par suite _^^ — Aa, et 
la formule (II) peut s'écrire 



;ij]) d (A) = ka-dH. 

Loi-sque la courbe AA' vient se 
confondre avec la courbe MM', a 
est le centre de courbure répon- 
dant au pointM, et laformule (III) 
redonne la formule (I) (n" 250). 

Corollaire. — Prenons l'inler- 
section B {fig. 245) de MA avec 
une troisième courbe dont la tan- 
gente BT en B fait avec MB l'angle 'i 

'■I rf(B)~HB sinï. ' 




D'après la formule flli, on a 
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Celle formule a été établie par Newton ( 
La formule (III) donne de même 



(1 (Al 



B/' 



254. Deuxième ïormule ïoiidanicntalc. — Cherchons 
maintenant à évaluer la différentielle de la longueur MA, c'est-à-dire 
l'accroissement infiniment petit M'A' — MA. Nous avons (flg. 24.6) 

M'A' — MA = M. A' — M, A — (M ,M' + MM,). 

Or, d'après le lemme îondamentaî 
(n" 252), la somme M|M' + MM^ ne diffère 
de l'arc MM' que d'un infiniment petit du 
troisième ordre. On a donc, au troisième 
ordre prèa, 

i]'A' — MA = M;A' — M, A — arc MM' 

Si du point A' nous al)aissoiis la perpendiculaire A'Aj sur MA, 
nous avons 

M, A, =:M,A'cos. M, = .\i|A' A — ^" + ^ ■■■V 
Par suite, au deuxième ordre près. 




M'A' — MA = S 



:= AA| — arc MM' 
^ AA'. cos A'AÂ, - 



:: MM'. 



La corde AA' est égale à l'arc AA', au troisième ordre près. 
D'autre part, l'angle A'AA, ne différant de a que d'un infiniment 
petit du premier ordre, il en est de même de leurs cosinus, et puisque 
ce cosinus est multiplié par AA', qui est infiniment petit, on voit 
qu'on a, au deuxième Oi'dre près, 

M'A' — MA = arc AA' cos a — arc MM'. 

(') Tracfatm de Qiiadvaiura Curcarum, oji. 111, |i. 206. 
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Nous pouvons, en vertu de la remarque faite plus haut, et lais- 
sant loujours arbitraire la variable indépendante, remplacer ces 
accroissements inflnimenl petits par les différentielles correspondantes 
et écrire 



c^.MA — d (A), c 



-rf(M), 



OU, d'après les formules (1) et (111), 



(f.MA ^= (An, coa t. 



> étant le centre de courbure répondant au point M. 
Celte formule peut encore s'écrire 



(VI) 



d.MA ^ (Ma— M«) rfO, 



Cette formule, très importante, suppose, on le voit, les ■s'egmenh- 
comptés positivement sur la normale Mm dans le seiis du point 
d'incidence M vers le centre de courbure w, et sur la tangente MA 
dans le sens direct du cercle osculateur en M. 

Corollaire I. — Si la courbe AA' est une développante de la 
courbe MM', dans chacune des positions de la tangente MA, le 



(') On [lewl cloiinDi' de celle fommle la Iriiductioii géométiiqufi suivante : 
Supposons menés. par un. pôle des rayons vecteurs OA^ équipollents aux 
segments AM. Si la nonûale eu A^ ù. la courbe (An) coupe au point Of, la perpendi- 
culaire élevée en à OA,,, on a, d'aprfes la formule (VI), en remarquant que l'enve- 
ioppe de 0A„ est réduite au point 0, 

d.Q\ = 0(i„.ilf). 

On déduit de là que tort est éqiiipoiknt à Oa^. 
En pai'ticulier, si la courbe (Aq) fst une spirale d'Arcliiiiikic; de |jùli; 0, c'esL-ù- 



= 0,^^ 



De là ce théorème ; Si, sur les tangentes à une coufbc (M), ou por 
point de contact M, des segments MA équipollents awi: rayons ve 
iHAixhimède, chaque normale à la courbe (A) coupe la normale 
courbe (Ji) â une distance fixe du centre de courbure de celle-ci. 



, à partir du 
,„ d'une npirale 
■aspondante à la 
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point a coïncide avec le point M, et mu se confond avec le rajon de 
courbure R de la courbe MM'. Donc la formule (VIj devient, dans 
ce cas, 

rf.MA. .--R.ift 

ou, en vertu delà formule (I), 

d.^ik . d \iU 

Cette équation étant vraie pour toutes les positions de MA, on en 
déduit par intégration 

MA — 1I(,A„ - arc ^r„ll. 

résultat qui peut s'énoncer ainsi : 

Im différence entre deux rayons de courbure d'une courbe est 
égale à l'arc de la développée de cette courbe compris entre ces 
rayons. 

On peut dire aussi que l'arc d'une courbe est égal à la diffé- 
rence des segments déterminés sur les tangentes en ses extrémités 
par une quelconque de ses développantes. 

On voit ainsi que le segment délerminé sur chaque tangente par 
deux mêmes développantes est constant. 

Nous allons retrouver cette propriété au corollaire III. 

On déduit du théorème précédent que, si on déroule, en le tendant 
par une de ses extrémités, un fil primitivement enroulé sur une 
courbe, chaque point du fil décrira une développante de la courbe. 

Corollaire II. — Si MA a une longueur constante, JMA =^ o, et 
on a wffl ^^ 0. Ce résultat peut s'énoncer ainsi : 

Si,siir ch'ij>',z ti'Xj î/îiî rX un courbe (M) onporte uns longueur 
MA constante, la normale à la courbe (A) au point A passe par le 
centre de courbure de la courbe (M), répondant aupointM. 

Corollaire III. — Si la tangente MA coupe une autre courbe (B) 
au point B {f%g. 245), on a 

(V|[^ rf.A.H-— ti.MB — rf-MA - [J) — <,>a) dSi -^^ nl.dO, 

les sens positifs étaiit toujours définis comme pré(;édemment. 
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En parliculior, si AB est constant, ab ^= o, et on a ce théorème : 

Les normales aiix courbes décrites pu}- les extrémités d'un seg- 
ment de longueur constant se rencontrent swr la normale à l'enve- 
loppe de ce segment. 

En particulier, si, sur chaque normale à une courbe, on porte à 
partir de son point d'incidence A une longueur AB constante, le lieu 
du point B admet également pour normale les droites AB. 

Les courbes f A) et (B) sont alors dites parallèles. 

On obtient ainsi les diverses développantes de la développée de la 
courbe donnée. 

Corollaire IV. — Si, sur le segment AB, on prend le point G tel 
que AG = m.AB, m étant une constante, on a rf.AG = jn.d. AB, 
et, par suite, d'après la formule (VU), ac = m.ab. De là ce 
théorème : 

Si lepoinlG divise le segment AB dans un rapport constant et 
qu£ la normale à l'enveloppe de ce segment rencontre aux points 
a, h, c les normales aux courbes (A), fB), (G), on a 



En particulier, si C est le hiilieu de AB, c'est le milieu de ah. 

255. Troisième loi-mnle fomlameiilale. — Supposons 
que de chaque point A d'une courbe (A) on mène des tangentes AM 
et AM, aux courbes (M) et (M,), et cher- 
chons à calculer la différentielle de l'angle jC 
MAMi ou A (/m/. 2-47). 

Les triangles AST et A'ST, domiezil 

A -f T = A^ + T, 



Mais on peut substituer à T et à T, les 
différentielles des angles 9 et 0,, que AT 
et AT, font avec un axe fixe quelconque 
du plan. D'autre part, la formule (III) doni 




, en appelant d (A) la 
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différentielle de l'arc AA', a et «, les points où la normale en A à la 
courbe (A) rencontre les normales en M et en Mj aux courbes (M} 
et (M,), 



rf{A) = 



Aa,,rfe = ka..d'J.. 



Il vient, par suite, en substituant à l'accroissement de l'angle A 
;a différentielle. 



sa différentielle, 



(VIIl) 



<;(A)^.HA)(^-^). 



Corollaire I. — Si l'angle A est constant, sa différentielle est 
nulle, et, par suite, ka =^ Aû,, c'est-à-dire que les points a et a^ 
coïncident. De là ce théorème : 

Les normales aux enveloppes des côtés d'un angle de grandeur 
constante se coupent sur la normale à la courbe décrite par le 
sommet de cet angle. 

Si l'un des côtés de l'angle constant, AM, par exemple, se confond 
avecla normale ka^, le point a^ coïncide à la limite avec le centre 
de courbure a répondant au point A. Donc, dans ce cas, le point M 
où le côté AM touche son enveloppe est le pied de la perpendicu- 
laire abaissée du centre de courbure a sur MA. 

Corollaire II. — Soit \t. le point où la bissectrice de l'angle MÂM, 
touche son enveloppe {^). La normale à cette enveloppe coupe la 
normale A« à la courbe (A) au point «, et puisque 

MA[«. = ^AM,, 
on a 

d (MA|/) = rf(aAM|j. 
OU, d'après la formule (VllI), 



J^ _ J i, _ J 

Aa Ai Aï Ai 



qu'on peut écrire 



Aa A.a Aa, 
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Cette formule montre que le pomt o-est conjugué harmoniqiie du 
point A par rapport aux points a et a^. 

En particulier, si la bissectrice A[j. se confond constamment avec 
la normale Aa, le point a est le centre de courbure de la courbe (A) ; 
donc, dans ce cas, les points a et a^ divisent harmoniquement le 
rayon de courbure aA ('). 

Les courbes (M) et (M,) sont alors dites caustiques l'une de 
Vautre par réflexion sur la courbe (A). 

Remarque. — On peut, à propos des formules fondamentales qui 
viennent d'être démontrées, supposer que la courbe enveloppe d'une 
droite variable se réduise à un point. Pour cbacune des positions 
de la droite variable, la normale à l'enveloppe est alors la perpen- 
diculaire élevée à cette droite par ce point. 



1ii3ii. jVormalcs aux com-bcs décrites par les points 
OH enveloppées par les droites d'une ligure de (orme 
invariable. Centre instantané de rotation. Méthode 

de Chasles. — Considérons sur un plan la succession continue 
des positions d'une figure inva- 
riable de forme dont deux points 
donnés A et B restent sur des 
courbes connues (A) et (B) (ftg. 
248). Proposons-nous, pour une 
position quelconque de la figure, 
de trouver la normale à la courbe 
décrite par un de ses poinis C et 
la normale à l'enveloppe d'une de 
ses droites d que nous pouvons 
supposer menée par le point G, 
celui-ci étant quelconque. 

LesegmentABétantdelongueur i-m. ^in. 

constante, on a le point M, où AB 

toucbe son enveloppe, en abaissant du point de concours I des nor- 
males menées en A et B aux courbes décrites par ces poinis une per- 
pendiculaire sur AB (n" 254, Cor. III). 

L'angle GAM étant constant, on a la normale IQ à l'enveloppe du 




(I) Voir plus loin, en renvoi, au l)as du n" 269, une constmclion géomytiiqw; 
simple du point on le rayon réiléchi touche son enveloppe. 
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cùié AC eu abaissant sur ce cùté une perpendiculaire du poinl de 
rencontre I de la normale lA au lieu du sommet A el de la nor- 
male IM à l'enveloppe du côté AB (n" 255, Cor. 1). 

De même, la perpendiculaire IP abaissée de I sur BC est la nor- 
male à l'enveloppe de ce côté. 

En outre, l'angle BGA étant constant, on voit, toujours d'après le 
même théorème, que la normale au lieu décrit par le point C s'obtient 
en joignant le point C au point de rencontre I de IP et IQ. 

De même aussi, l'angle que fait la droite d avec BG étant cons- 
tant, la normale à l'enveloppe de cette droite est la perpendiculaire 
abaissée sur cette droite du point de rencontre I de IG et IP. 

Cette suite de raisonnements établit 
finalement que les normales à toutes les 
courbes décrites par des poinls, ou en- 
veloppées par des droites d'une figure 
invariable de forme, passent, pour 
chaque position de la figure, par un 
même point I. 

Ge théorème est dû à Ghasles, qui a 
donné à ce point I le nom de ce^itre 
instantané de rotation. M.^i's, on remar- 
quera que la démonstration précédente 
estabsolumentindépendante de la notion 
de déplacement des figures ('). 

Exemple. — On sait que tout poinl 
M d'un segment de droite ST, dont les 
extrémités S et T restent sur deux 
axes rectangulaires Ox et Oy, décrit 
une ellipse dont les axes dirigés suivant Ox et Oy ont pour lon- 
gueurs a = MT, & -- MS [flg. 249). 

Les perpendiculaires élevées en S et en T à Occ et à Oy se coupant 
en I, MI sera, d'après le théorème de Ghasles, la normale en M à 
l'ellipse (M). 

Remarquons que les triangles semblables MNS el MIT d'une part, 
MTP et MSI de l'autre, donnent respectivement 




M S MT 



sigm;u lUmslft douxifeim» alin 
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MP _ MT 



257. \'oi'malcs aux coiii'bcs déei*îtes pai' les i»oiuls 
ou enveloppées par les droites U'uue figure de forme 
variable. Mclhode de M. MannUeim. — Soient M, P, Q, 
les points où les côtés du triangle ABC, de forme variable, toucheni 
leurs enveloppes respectives {fîg. 250). Les normales à ces enve- 
loppes coupent en «, b, b',c',c", a", les norniales aux courbes(A),(B), 
(G), lieux des points A, B, G. 

D'après la formule (V) (n" 253, Cor.), on a entre les cUtrérentielleH 
des arcs des courbes {A),(B),(G), 
aux points A, B, G considérés, 
les relations 



cl (B) - 



d{C)-- 



d'où, en multipliant memlire à 



membre, 




Gette formule, due à M. Mannheim, permet, connaissant cinq des 
six normales A.a"a, Bb'b, Gc"c, Uba, Fb'c, Qci^'e', de construire la 
sixième. 

Supposons, en effet, que la normale inconnue soit celle qui corres- 
pond à un des sommets, la normale Gc"c' par exemple. 

Gc' 

De la formule ci-dessus on tire une certaine valeur a pour ^ 
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car ioiit le reste y est connu. Il suffit, dès lors, de pi'eodre sur CQ le 

point Q| tel que^^= À ot d'élever en Q, à CQ, une perpendiculaire 

qui coupe P&' au point c' cherché. 

Supposons maintenant que la normale inconnue soit celle qui cor- 
respond à un des côtés, la normale Mba par exemple. 

Aa 
De la formule ci-dessus on tii'e une certaine valeur u pour .-77' 

car tout le reste j est connu. 

Si donc T est le point de rencontre des tangentes en A et en B 
aux courbes (A) et (B), on a, d'après les formules {IV) et (V) {n"g53, 
Cor.), 

MA.TA 
MR.'ll) "' ■'■■ 



MA 
On déduit de là le rapport tt^: qui définit le point M sur AB. 

La méthode qui vient d'être exposée présente l'intérêt d'une entière 
généralité {'). Mais il arrive souvent que certaines particularités 
de la question à résoudre permettent de recourir à des procédés spé- 
ciaux d'une plus grande simplicité (-). 



A. — Normales 

S58. TlKHu'èiiie s'éncral sur la déleriii iuivlion des nor- 
males ('). — Si une droite AB coupe une courbe (B] sous l'angle x (c'est-iï- 
dire si ia droite AB fait l'angle 1 avec la tangente en B à cette courbe), nous 
disons que AB est la distance sous Sangle 1. chtpoinl A. à ta courbe (B). 

Si a =: 90", la distance esl dite normale ; si ï = o, la distance est dite lan- 
gertlieUe. 

Les angles a,, aav-i ''■«^ étant constants, supposons qu'il existe entre les 
distances prises respectivement sous ces angles de tout point A d'une courbe (A) 

('] On eu trouvera Jeux applications au n° :t:)0. 
(^) Voir Hotammeut n" 271. 

(*) Voir Compter Rendtm de l'Académie des Sciences (S' semestre IMSO. p. 'i'j'è). XoiiwUi:/! 
Annales de Mathématiques (1890, p, 289, et J884, p. 301). 
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APPLICATIONS 

à dca courbas (B|), (B.,), , (B/,) unn relation conoiie, elcberchon: 

la normale à la courbe [A). 
Posons, d'une manière générale (pour (' = I, 2, y), 



269 
n déduire 



et soit 

(1) 



AB,- = //, 



la relation donnée. 

Appelons Pi le centre de courbLire de ia courbe (B,-; pour le point B; (fig. 
251). L'angle que fait la normale B,f; avec AB,, complément de «,-, étant cons- 
tant, on aie point M; où AB; touche son enveloppe en abaissant du centre 
de courbure ^t !a perpendiculaire pjM; 
sur ABi {n" 2dS, Cor. I). La normale M;p,- 
à l'enveloppe de AB; coupant au point at 
la normale AN cherchée, on a, d'après 
la formule (Vil), en appelant 0,- l'angle 
que fait AB; avec un axe fixe du plan, 



dli ; 



. <^.AB,. ™ , 



;;.rfO,-. 



D'autre part, la formule (111) donm 
pour la diffcrenlielle de l'arc de la courbe ^' 

(A) en A, 

c/(A) = ,\a,.d%i. 

Klirainant d<i,- entre ces deux équations, 
011 a 




Du point P; abaissons les perpendiculaires fJ/P; et ^,0; sur la tangente AT et 
sur ta normale AN à la courbe (A). 

Les angles ffi,fiQi et a,-AMi étant égaux comme ayant leurs côtés perpendi- 
culuires, les triangles rectangles U/^Qi et «,AM( sont semlïlal>les, et on a 



' AM,- " 



AP,- 

' KM,' 



L'équation précédente devient donc 
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Cela posé, di fié reniions l'équation (I), ce qui nous donne 



■el remplaçons dans celle équation dl^^ dl^, dt,, par leurs valeurs tirées 

de (2). Nous oblenons ainsi, après suppression du faf.teur commun d (A), 
■diflërent de zéro, 



AP, 



- + 



ÎF A P., 



M^ AP„ 



cV, AM, ^ ^t;^ AM^"*"'" ' ^4 AM„ 
supposons des vecteurs égaux respectivement à 



^l, ' AM,' 



i^^a AM^ 



'il,, AM« 



■parallèles à la normale AN à la courbe (A) el appliqués aux points p,, ^.,. ..., fS.,, 
l'expression (3} exprime que la somme de leurs momenls par rapport au point A 
■est nulle, ou, en d'autres termes, que le point d'application (barycentrc) de leur 
résultante se trouve sur AN, 

Or, d'après un théorème bien connu deLeibnilz ('), le barycenlre des vecteurs 
parallèles 



M-' 



1 



-appliqués en p,, (^j, 



icteur résultant, des vecteurs 



^F Ap, 

yi, ' AM,' 



gés suivant Ali,, Ap^, ..., Afi„. 
i on remarque, d'ailleurs, que 



-I étant l'angle M/Afi,, o 



ive iinaleinenL à ce tbéoréme : 



ndionnelle, rie "M, 
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APPLICATIONS 
î ^ineant le vecteur résultant des vecteurs 



dirigés respectivement suivant Afl,, A^^i > A^„. 

Ce théorème présente rintérél lliéorique d'être à la fois une application des 
trois formules fondamentales et de réunir dans un seul énoncé tous les cas 
possibles, mais on n'aura guère à l'utiliser dans les applications que lorsque 
les distances seront soit normales, poit tangen lie lies. 

259. Cas |iai-li<Mil)Ci* des dîwlaiices noi'iiiiilos. — Si 

ï, =1 ij ^ r::r i,, =z -- c'est-à-dire si les n distances AB,, AB^, , AB., 

sont normales, les centres de courbure pj, P^, pH)Se trouvent sur ces droites 

mêmes, les angles w,, wj, , u>„, sont nuls et on retombe sur ce théorème 

anciennement connu : 

La normale AN est dirigée suivant te veeleur résultant des vecteurs 

.V,' ^;,.' '"' '^l,' 

dirigés respectivement suivant AB,, AB^, , AB,;. 

Ce théorème, démontré par Falio de Biiillcr, le marquis de Lhopitul cL 
Tschirnhausen, a été étendu aux surfaces par Poinsol. 

Lorsqu'on ^suppose que les courbes (B,), (B^), , {B„) se réduisent à deux 

droites rectangulaires, on retrouve la détermination de la normale en coor- 
données cartésiennes. 

Si elles se réduisent à deux points, on oblient la détermination de la nor- 
male en coordonnées bipolaires. 

Exemples. — i" Si les courbes fB,} et {BJ se réduisent à des points B, et li^ 
et si l'équation (1) a la forme 

/, -s- /^ — A = o, 

h étant une constante, la courbo (A) est une ellipse de foyers B, et B^, et on a 

^ = ^ = i 

Donc le théorème général montre que, dans ce cas, la normale AN est dirigée 
suivant la bissectrice intérieure de l'angle BiABg, C'est la construction bien 
connue. 

Pour l'hyperbole, il suffit de changer le signe de l.^ ; on trouve alors la bis- 
sectrice extérieure de l'ungle B|ABj. 
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272 CHAPITRE V. — COURBES PLANES 

2" Si la courbe (B,) se réduit à un point lî,, et lii courbe (B^} à une droite, 
et si l'cqualioii (1) a la forme 



la courbe (A) est une parabole dont B, est le foyer et (B^) la directrice. Com 
on a ici 



on voit que la normale en A est la hùseclriee extérieure de ïangle B|AB^. C'est 
le résultai connu. 

3° Si la courbe (B,) se réduit à un point, qun la courbe (Bj) soit un cercle, 
et que l'équation (1) ait la forme 

a,;, + a^l.^ ^ o, 

a^ et (ij étant des constantes, la courbe (A) est un ooale de Desaarles, et l'on a 



d'où la construction de la normale. 

^" Si les courbes (B,) et (B^) se réduisent à des points B, et B^ cl que l'équa- 
tion (1) ail la forme 

1,1. = /■.^ 

/; étant une constante, la courbe (A) est une lemniscate de foyers B, et B^. Ici, 

?/, ~ '^' -^h ' ' ' 

on en déduit immédiatement que la normale en A est la symédiane issue de A 
du triangle ABjBj f). 

Si l'angle B,AB2 est droit, le point A est sur le cercle décrit sur B|Ba comme 
diamètre. Mais, dans le triangle rectangle BiABj, la symédiane issue du som- 
met A de l'angle droit se confond avec la hauteur. Par suite, en ce point la 
tangente est parallèle à B,Ba. Donc, aux- points oit la lemniscate est rencontrée 
parle cercle qui a pour diamètre la droite unissant les foyers, la tangente estpa- 
rallèleàcetle droite. 
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B. — Enveloppes de droites 

260. Coi'dc sou s- tendant dans une courbe un are de 
ion(|ueur constante ('). — Si la droite variable AB découpe 
dans chacune de ses positions sur la courbe c un arc AB de lon- 
gueur constante on a 

Donc la formule (IV) donne 




l^ar A el B menons les parallcics AS et BS à BT et à AT. Nous 
aurons 



ce qui prouve que la droite SM est la bissectrice de l'angle ASB. 
De là, la construction du point M. 

201. Corde vue d'un point fixe sous un aoyic cons- 
tant. — Le segment AB dont les extrémités A el B décrivent les 
arcs (A) et (B) appartenant ou non à la même courbe est vu du 
point fixe sous un angle constant ['fig. 253). Cherchons le point 
M où AB touche son enveloppe. 

La formule (IV) nous donne 

d(^ MA.TA 
d (B) ~ MB.TB' 

L'angle AOB étant constant, les différcnlielles des angles que OA 

(') Ce prolii(;me et le suivant souL empruntés à une éU\de que j'ai ijubliêc dans 
les iVom'. Ann. rie Math. (1883, p, 252, et 1886, p. 88). Ou trouvera là nombre d'autres 
questions du même genre. 
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et OB loiiLavec ua axe quelconque du plan ont une môme valeur d 
Si donc les normales en A et en B aux courbes (A) et (B) coupent e 
« et ea 6 les perpendiculaires élevées en à OA et à OB, on a 



d{h) ^-\a.i'/J et d{-B] ^- M.dO, 

d'où 

d (B) ~W>' 

Rapprochant cette formule de la 
précédente, on volt que 

MA _ Aft.Tt^ 
MB" WkTK 



Abaissons du point T les perpendiculaires TH et TI sur OA et 
sur OB. Les angles OAa et HTA sont égaux comme ayant leurs 
côtés perpendiculaires ; par suite, les triangles rectangles OAa et 
HTA sont semblables. De même pour les triangles reclangles 0B6 et 
ITB. On tire de là 




--=B et 



\V. _ OB 
tl^" Tt' 



La formule précédente devient donc 



MA- SlhJl 
MR OB.TH' 



Or, les triangles MOA et MOB donnent 



elles triangles OTH et OTI, 



n 'l'OH 
riTOt 



yGoosle 



APPLICATIONS 



11 vient donc finalement 

sin MOA _ sin TOI 

sin MOB sin TOH 

égalité qui prouve que les droites OT et OM sont symétriques par 
raffort à la bissectrice de l'angle BOA. Le point M est ainsi déter- 
mine. 

Si les arcs (A) et (B') appartiennent à une même conique de 
centre 0, la droite OT, d'après un théorème bien connu, passe par le 
milieu de AB. La droite OM est alors la symèdiane issue de du 
triangle AOB. 

Si, en outre, l'angle AOB est droit, cette symèdiane est perpendi- 
culaire à AB. Donc, dans ce cas, OM est la normale à l'enveloppe 
de AB. Cette normale passant par le point fixe 0, l'enveloppe est un 
cercle de centre 0. De là ce théorème : Une corde d'une ellipse ime 
du centre de la courbe sous un angle droit reste tangente à un 
cercle de centre 0. 



262. Sections isogoiialcs el. ïibre moyenne «rune 
voûte. — Soient (A) et (B) {-(ig. 254) les courbes d'intrados et 
d'extrados de la section droite 
d'une voûte. Si une droite AB 
coupe ces deux, courbes sous des 
angles égaux et de sens contraires, 
c'est-à-dire si les normales en A et 
en B fout, de part et d'autre de AB, 
des angles égaux «AM et &BM, 
la droite AB constitue la trace 
d'une section isogonale de la voûte, 
et la courbe (G) décrite par le mi- 
lieu de AB est la fibre moyenne 
•de la section droite considérée ('). 
Pour avoir la normale en G à 
la courbe (G), il nous suffira de 




(I) La. considération Je cette courbe .jone un rùle fuinljiniRiilal dans la remarquable 
méthode de M. Jean Résal pour l'étude de la résistance des voûtes {Encyclopédie des 
Travaux Publics, l'ontn oft ma^onneiic, tome I, [i. lO:. Elle esf, appelée là par 
H. Hésal axe lonijitudinal de la voûte. 
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connaître le point M, où la section isogonalc AB tonclio son eave- 
ioppe. En eifet, si la normale à cette enveloppe coupe en a et en b 
les normales Aa et B&, nous savons que la normale cherchée pas- 
sera par le milieu c de ab (a" 254, Cor. III). 

Proposons-nous donc d'obtenir le point M. 

La formule (Vlllinous donne, en appelant i. et Ji les centres de 
courbure répondant aux points A et B, 

"■«*« = <'(*) (f.-ï;) =' "■""'---'' m (4^ if?)' 

Mais, puisque les angles MA» et MB5 sont égaux et de sons con- 
traires, on a 







rf.MA.« + 


d.l\V,h -^- 0. 


Il vient donc 












rf(R) 


i 1 

1 i 


Mais la formule 


(V) 


donne 




Par suite, 






~ B// 






'-^^ 




ou 




Vj.~ 




ou encore 









pu Bp 

Abaissons des points a et fi les perpendiculaires aa' et 3^' sur AM. 
Puisque les angles MAa et MBh sont égaux, l'égalité peut être rem- 
placée par 
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Cela prouve que les droites Me. et M;3 se proloagenl. On a donc le 
point M en prenant V intersection de AB avec la droite joignant 
les centres de courbure a. ef^. 

Si les courbes (A) et (B) sont des cercles, les points a et ^ sont 
fixes. Les différents points M où AB touche son enveloppe étant 
tous sur la même droite ap sont nécessairement confondus. Donc, 
dans ce cas, la droite AB pivote autour d'un point fixe ('). 



363. Droite dont les distances à des conrhes données sont 
liées par une relation. — Si la droite A.B perpendiculaire en A à la 
droite d coupe au point B la courbe (B) sous 
l'angle a, nous disons queAB est unedistance — -..^i 

50M* Vangle a de la droite rf à la courbe (B). ^-''/T — '~~-~r~-^ A 

Supposons qu'entre les distances sous des ' ' ' ~^- 

angles quelconques 



, — 1, A.Bi= h. 



, A„B„ = h 



de la droite rf aux courbes (B,), (Ba),.. 
existe la relation 



(i; 



F (;,, l-l,..., In) 



1 droite d touche 




et cherchons le point où I 
son enveloppe. 

Puisque l'angle que fait A(B( avec la nor- 
male B;pj est constant, {flg. 255), on a le "'' '^^ 
point H,- où AfB, touche son enveloppe en abaissant sur celte droite, du 
centre de courbure p( répondant à B;, la perpendiculaire p/H; (n° 255, Cor, I). 

De même, si la normale MN à l'enveloppe cherchée coupe la normale p;H( à 
l'enveloppe de AjB,- au point a,-, on a, en joignant A/o:;, la normale au lieu décrit 

par le point A(, attendu que l'angle B(A,M, égal à h est constant. 

Dès lors, la formule (VllI) donne 

lUi = d.ki^ii = ai%.d<is. 

dO, étant la différentielle do l'angle que la droite AfB; fait avec un axe quel- 
conque du plan. Mais, si 8 est l'angle de la droite d avec le mÉmc axe, on a 



(') Ainsi que je l'ai l'iiit voir dans la note d'où ce numéro esL e 
PonU et Chau^sùes, 2' sem. 1888, p. 76, et 2' sem. 1894, p. 638), ■ 
peut être établi directement et servir à démontrer le théorème gi 
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CHiVPiTRE V. 


— 


COURBES 


pr, 


d'où 






d&i 


^ rfO, 




et il vient 












m 




d, 


',-^ 


«,f,-.r?0. 




Si donc 


on 


difl'érenlie l'équation (1) 


, ce qui donne 






3F W 


dl.^ 


+ - + I 


•il 



et que l'on remplace dl^, dl^,..., dl„ par leurs valeurs lirées de (2), ou a, e 
divisant pur !c facteur commun rf9, difTêrent de /cro, 



équation qui exprime que ie centre de r/ravilé datt masses 

^/,' 'dl^' '"' W„' 

respeeii'oeMîewi appliquées au.r. centres de courbure p,, fJ^..., ^„ se trouve 
sur MN ('). 

Il soflira donc de construire ee centre de gravité et d'abaisser de ce point 
«ne perpendiculaire sur la droite rf pour avoir le point M où celte droite touche 
son enveloppe. 

Si les courbes de référence (B,), {B^},..., (B„) sont des cercles, les centres de 
courbure p,, pa,..., p„ sont fixes. 

Si, en outre, l'équation (1) est de la forme 

/s,/, + h-,U + ... -\- lij,, — h. ::■-= 0, 
A,, S.;,..., /•„, k étant des constantes, les masses 

:iF 



M, 



= k,. -. 



appliquées en p,, p-j,,.., p„ sont aussi constantes. Donc le centre de gravité G 
de ces masses est lui-même «n point fixe, et l'enveloppe de la droite d est un 
cercle de centre G. 
Si, dans le cas général, on suppose toutes les distances normales, les points 

(') Théorème donné pour In première fois dans les notes citées an renvoi du a' 2SS. 
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pi, p3,."i [*" Sionl respectivement sur A^B,, A^B.j,..., A„[i„, el, par suite, le 
point M est le centre de gravité des points A,, A,,..., A,, auxquels seraient appli- 
quées les masses 



Ce cas particnlier du théorème général a été 
M. H. Laurent ('). 



G. — Centres de courbure 



264. Centre de courbure des coniques. — Nous 
avons trouvé {n" 256, Esc.) que, si la normale en M à une ellipse ren- 
contre en N et en P les axes OA et OB de cette ellipse, le rap- 

MN 6- 

port TjYy est constant et égal à — ^ {fig. 256). Donc, si les perpendi- 
culaires élevées en P à OB 
et on N à OA coupent en n 
et en p la normale à l'enve- 
loppe de NP, c'est-à-dire la 
perpendiculaire élevée à cette 
droite par le centre de com- 
bure m répondant au point M , 
on a (n" 254, Cor. IV) 

mn MN 






Les triangles semblables mnN et MNT d'une part, mpï' et 
MPS de l'autre, donnent 



MN MT 
L'égalité précédente devient donc 

mP ~ MS ' 



mp _ mP 

MP " m 



(L) Nouvelles Annales de Mùth. , 1874. J'ai, en outre, étendu ce théorème au cas d'un plan 
mobile clans l'espace {Pj-oceedings of the London malhematical Society, 1887, p. 361). 
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Au point N élevons à MN la perpendiculaire NK, fjni coupe le 
diamètre OM au point H. 
Nous avons 



ce qui prouve que Hm est parallèle à KP, c'est-à-dire perpendicu- 
laire à OA. 

On obtient donc la construction suivante, due à M. Mannheim : 
Par le point N où la normale MN coupe l'axe OA, èleoer à cette 
normale une perpendiculaire qui coupe le diamètre OM au point H 
et abaisser de H sur OA une perpendiculaire qui coupe la nor- 
male MN au centre de courbure m demandé. 

La propriété de la normale qui a servi de base à la démonstration 
subsiste, il est facile de le voir, dans le cas de l'hyperbole, La 
construction énoncée ci-dessus s'étend 
donc également aux coniques de cette 
espèce, mais on a, pour l'hyperbole, une 
autre construction qui n'a pas son équi- 
valent dans le cas de l'ellipse. 

En effet, tout point M d'une hyper- 
bole étant le milieu du segment ST 
illg. 257) de la tangente en ce point, 
compris entre les asymptotes Ox et Oy, 
le centre de courbure m est le milieu du 
segment st de la normale, compris entre les perpendiculaires éle- 
vées en S et en T à Ox et à Oy (n" 254, Cor. IV). 

La construction de M. Mannheim peut recevoir une importante 
simplification dans le cas de l'hyperbole équilatère. En effet, dans ce 
cas, le triangle OMN est isocèle. Les droites OM et MN étant éga- 
lement inclinées sur OA le sont aussi sur la perpendiculaire Hm 
à OA, et le triangle MHm est isocèle. Si donc on abaisse du point 'm 
la perpendiculaire mM.^ sur OM, on a 
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Donc, pour avoir le centre de courbure m, il suffit de prolonger 
3M d'une longueur égale MM, ei d'élever à OM,, en M, la perpen- 
diculaire M^m qui coupe MN en m. 

Si nous fixons le sommet A de l'ellipse considérée précédemment 





et que nous supposions qvie son cenlre s'éloigne indéfiniment sur 
l'ase, nous obtenons à la limite une parabole, et la construction 
du centre de courbure devient la suivante {fig. 259). Par le point 
de rencontre B. de la perpendiculaire élevée en '^ à la normale 
et de la parallèle à l'axe menée par M abaisser sur l'axe la 
perpendiculaire H■n^ qui coupe la normale MN au centre de cour- 
bure m. 

Tirons le rayon vecteur FM issu du foyer. Il rencontre NH au 
point Gr et, puisque les angles NMG et NMH sont égaux, on a 
NG = NH. Par suite, MG = MH, «iG ^ mU, et les triangles MGm 
et MHm sont égaux. Il résulte de là que 



MG)u ^ MH)/' 



^90". 



D'autrepart, les angles FMN et FNM étant égaiix, onaMF=^FN. 
Les angles FGN et FNG sont aussi égaux et donnent FN ■= FG. 
Par suite, FG =^ MF, et la construction se transforme ainsi : 
Prolonger le rayon vecteur MF d'une longueur égale FG et 
élever en (j; à MG une perpendiculaire qui coupe MN au centre de 
courbure m,. 

On peut transformer de bien des manières la construction des 
centres de courbure d'une conique. Nombre de ces transformations 
comportent même des énoncés assez élégants, mais, en vue des tra- 
cés pratiques, nous croyons pouvoir nous borner à ce qui vient 
d'être dil. 
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265. Cenlres de courbure répondant aux sommets. 

-^ Nous ajouterons toutefois quelques mots relativement aux centres 
de courbure répondant aux sommels, qui présentent un intérêt spé- 
cial, altendu que, comme nous l'avons rappelé à la fin du n" 250, 
il y a en chaque sommet surosculation entre la courbe et son cercle 
oscuiateur. 
Pour l'ellipse, d'après la formule générale, 



on voit qu'aux sommets du grand axe le rayon de courbure est égal 
à — ■ aux sommets du petit axe, à -r- On en déduit que, si du point T, 
où se coupent les tangentes à l'ellipse en A et en E {fig. 260), on 





abaisse une perpendiculaire sur AB, cette droite coupe OA et ÛB 
aux centres de courbure a et ji répondant aux sommets A etB ('). 



{') Cette coiislruclion peut se cléiluiro de celle de la normale en un point quel- 
conque de l'ellipse que j'ai fait coDiiaître en vue du tracé des joiats dans les voûtes 
elliptiques (Annaies des Ponts et Chaussées, 2" sem. d886, p. 403), construction dont 
M. Degrand, dans son Traité des Ponts [Encycl. des Travaux Publics), recommande 
l'emploi pour les épures à faire sur l'aire dn chantier en vue de ia taille des vous- 
soirs {ioc.cit., p. 619). 

Voici cette constraotion {ftg. 3S0) ; Si ta perpendiculaire abaissée de M sur OA 
coupe OT «M point L et si la perpendicvlairc abaissée de L sur ÂB coupe OA au 
point N, MN est ia normale en M d l'clUpse. 

Si le point M vient coïncider avec le point A, le point N vient coïncider avec le- 
centre de courbure a. Or, le point I, se confond alors avec le point T. On retrouve 
donc bien ainsi la construction ci-dessus. 
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Les triangles semblables OAB, AT a ctBfiT donncnl, en effet, 



Pour l'hyperbole, la seconde conslruclion donnée au numéro pré- 
cédent montre que le centre de courbure y. répondant au sommet A 
{fig. 261) est à la rencontre de l'axe et de l'une ou de l'autre des 
perpendiculaires élevées aux asymptotes Ox et Oy par les points T 
et S où elles sont rencontrées par la tangente au sommet A. 

Si l'hyperbole est équilatère, le centre de courbure c. est le symé- 
trique du centre par rapport au sommet A. 

Enfin, pour la parabole, il suffit d'appliquer la construction trans- 
formée donnée au numéro précédent, et à laquelle se rapporte la 
figure 259, pour voir que le centre de courbure est le symétrique 
du sommet par rapport au foyer. 

366. Coui'bo adjointe des directions noriiiides. — Prenons 
maintenant le cas des courbes quelconques. Une idûc qui se présente tout 
naturellement à l'esprit consiste h lier à la courbe considérée une courbe telle 
que les élémenls infinitésimaux d'un ordre quelconque de la première se 
déduisent des éléments infinitésimaux d'un ordre moindre de la seconde, par 
ex,emple les normales de la première des points de lu seconde, les centres de 
courbure de la première des normales de la seconde, etc. 

On peut, pour une courbe donnée, imaginer un grand nombre de courbes 
présentant ce caractère ('), Celle qui semble se prêter le plus commodément 
aux applications et que j'appelle adjointe des directions normales est définie 
comme suit (*) : 

Étant pris dans le plan de la courbe (M) {fig. 262) deux pôles et D, tirons 
le rayon vecteur OM et menons par le pôle D (pôle des directions oor- 
maies) une parallèle DM' à la normale MN. Le lieu (M') du point M' est la 
courbe adjointe en question. On voit que, si l'on se donne le point M, il suffit 
de tirer OMM' pour avoir en DM' la direction de la normale en M. Si on se 
donne cette direction, il suffit de tirer OM' pour avoir le point M correspondant, 
ce qui justifie le nom proposé pour cette courbe adjointe. 

('] Voir notamment mes Remarques sur la Géométrie infinitésimale des Courbes planen. 
dans le Journal de Mathématiques spéciales (1888). 

i?) J'ai consacré à cette courbe adjointe et à une autre analogue une étude développée 
dans VAmerican Journal of Mathematics (1888, p. 33, et 4892, p. 227), complétée depuis par 
une note inBérOe dans !e Bulletin de la Société mathématique de France (1892, p. Vè). 
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La courbe adjointe (M') passe par les pieds des normales menées du point D 
à la courbe (M); ses asymptotes sonl parallèles aux normales menées du point 0. 
Elle passe par les points de rencontre du cercle décrit sur OM comme diamètre, 
■d'une part avec les tangentes menées de à la courbe (M), de l'autre avec 
les parallèles aux asymptotes de cette courbe (M) menées par le point 0. 




Cherchons à déterminer le centre de courbure [j, répondant au point M. La 
perpendiculaire élevée en à OM coupant aux points m et ?n' les normales en 
M et en M' aux courbes (M) et (M'j, et la perpendiculaire élfivée en D à DM' 
■coupant au point m\ la normale M'm\ on a, d'après les formules (I) et (III), 



d'où l'on déduit 



d(M)=M|j..rfa = Mm.rfo,, 
d (M') = M'm'i.rfS — M'm'.c;.», 



_MjA M'mj 



ou, si m', m", est parallèle à m'm'\ c'est-à-dire perpendiculaire àOM, 



Mm ~ Wm" 



égalité qui prouve, puisque Mm et M'm" sont parallèles, que le point a se trouve 
sur la droite Om",. De là, une construction du point ;*; nous allons la trans- 
former. 

Dans le triangle Wm',m.",, m',Ti et M'I sont, par construction, perpendicu- 
Saires respectivement à Wm'\ et à m'^m^,.Far suite, m',! est la troisième hau- 
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leur du triangle, c'est-à-dire que m",! est perpendiculaire à M'm', ou, ce qui 
revient au même, parallèle à la tangente M'T' à la courbe (M'). 

Par N menons la perpendiculaire NH à MN, c'est-à-dire la parallèle NH à la 
tangente MT. Cette droite est également parallèle à DI, et on a 

011 _ ON 0;^ 
01 "" OD ~ Om{ 

ce qui prouve que Hjjl est parallèle à Im",, c'est-à-dire, d'après ce qui vient 
d'être vu, à la tangente M'T'. 

Nous obtenons donc finalement pour le centre de courbure ;* la construction 
très simple que voici ; 

Par le point N où la normale en M coupe CD tirer la parallèle HN à la 
tangente MT, el par le point H où cette droite coupe CM la parallèle H(ji à la 
lanffenle M'T'. Le point de rencontre [a de Ha el de MN est le centre de cour- 
bure cherché. 

Dans le Mémoire d'oiJ ce résultat est extrait, on en trouvera diverses appli- 
cations. Je me bornerai ici à faire observer que, si la courbe (M) est une 
conique de centre ayant un axe dirigé suivant OD {D étant un point quel- 
conque de cet axe), la courbe (M'} est une droite perpendiculaire à cet axe; il 
est bien facile de le démontrer. Dès lors, si on applique, dans ce cas particu- 
lier, la construction générale qui précède, on retrouve la construction donnée 
par M. Mannlieim pour le centre de courbure des coniques el reproduite au 
n"264. 

Remarque. — Si le point M est un point d'inflexion sur la courbe [M}, le 
centre de courbure j* étant rejeté à l'infini, H[ji doit èlre parallèle à MH, par 
suite aussi M'T' parallèle à MN, c'est-à-dire confondue avec M'D. 

On aldonc les pointe M' de l'adjointe (M'), correspondant aux points d'inflexion 
de la courbe (M) en prenant les points de contact de cette courbe (M') et de ses 
tangentes issues de D. 

267. Lieu des exlrémîtés des so«s-noi*males polaires. — 

Prenons dans le plan de la courbe (M) un pôle {fig. 263). La perpendiculaire 
élevée en à CM coupe la normale en M au point m. Il est évident que la nor- 
male mm' à la courbe (m), lieu du point m, est également lice au centre de 
courbure ia répondant au point M. Proposons-nous de trouver ce mode de 
liaison. 

Appelons u l'angle que fait CM, 6 l'angle que fait Mm avec un axe quel- 
conque du plan. Si la normale en m à la courbe (m) coupe OM en m' et la nor- 
male 'xm" à l'enveloppe de Mji en m", les formules (I) et (111) donnent 

d(M) — Mii.rfS = Mwi.dio, 
d {m) = mm" M = mm'.dtù, 
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m M[A,Hm' = Mwi.UK. 

Or, le triangle Mmm coupé par la transversale llji. donne 
Hm'.'jM.hH 




Cl c 



Il égard à l'égalité précédentft, 



j de ï 



',' (';. Ainsi : 
La droite joignant le point H au centre de 
,. ,,,.., courbure \i. passe par le milieu I de la nor- 

male mm' à la courbe (m). Cela permet, si 
on connaît cette normale mm', de construire le cenire de courbure. Si, par 
exemple, la courbe (M) est une spirale d'Archimède de p6le 0, la courbe (m) est 
un cercle de centre 0. Par suite, mm' se confond avec jîïO et le centre decoiir- 
hure est sur la droite Joignant le point H au milieu de mO. Cette droite est la 
symédiane issue de H du triangle MmH. 

Remarque. — La connaissance du centre de courbure \). entraine inverse- 
ment celle de la normale mm'. Il suffît, en effet, de remarquer que la parallèle 
à MH menée par le milieu E de mU passe par ie point I où mm' rencontre ^H. 
Nous allons, dans les numéros qui suivent, donner quelques applications 
de ce théorème général. 

368. Conchoïdes. — Si on prolonge les rayons vecteurs OM d'une 
courbe (M) pris à partir d'un pôle fixe 0, de longueurs égales MM, (positives 
ou négatives] la courbe (M,} est dite une conchotde de la courbe (M) par rapport 
au point {/ig. 264). D'après le corollaire lll du n" 234, les normales en M 
et M, aux courbes (M) et (M,) se coupent en un point m de la perpendiculaire 
élevée en à OM. 

Proposons-nous maintenant de déduire du centre de courbure <j. répondant 
au point M le centre de courbure ;a, répondant au point M, . Si B est le milieu 

(') Le ihforème de gfométrie élémentaice ici démontré peut s'énoiicer_comroe suit: Si la 
pei'pendiculaii'e éleeée par le sommet tl au côté AB du triangle ABC coupe le càté AG nu 
point J et ai la droite qui joint le point 1 au milieu de BC coupe AB au point TT, la perpen- 
diculaire élevée en II à AB coupe BC en un point D tel que 
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du segment îmH perpendiculaire àmM, la parallèle aMH menée parle point E 
coupe H;a en un point I qui, d'après la remarque terminant le numéro préeé- 
dent, est le milieu de la normale en m à la courbe que décrit ce point, nor- 
male qu'il est inutile de tracer. Le théorème donné dans le même numéro 
montre, en effet, que, si mH, est perpendiculaire àwiM,,, ilsufflt de joindre H,I 
pour avoir sur M|Hî, le centre de courbure ^j., demandé {'), 

Exemple. — Si la courbe {M) est un eorcly pas- 
sant par le pôle 0, la courbe (M,) est un limaçon 
de Pascal [fig. 26.^). 




Ici, le point m est le point diamétralement opposé au point M dans le cercle 
(M) ; donc la normale à la courbe (wi)se confond avec wM, et le point I avec le 
point «. Il suffit donc, mH, étant perpendiculaire à jhM,, de tirer S^'j-pour 
avoir sur wM, le centre de courbure [j:, répondant au point M, . 

Généralisation. — Supposons qu'une droite issue de. rencontre les 
courbes (M,), (Ma).-.., (M^), aux points M,, M^,..., M,,, et que Von ait entre les 
rayons vecteurs OM, = p,, OM^ — d.^, , (IMp .— p^, la relation linéaire 



, Up et A élant des constantes. Nous aurons par diffère ntialion 



a,.df, + a,.,lp, + 



OU, en vertu de la formule (V!}, en appelant n 
polaires Oil I , OM., , 0J1,„ 



<7,n, +a,H.,+ + a„n,-r., 



Celle relation permet, connais-santp — 1 desjj normales -,, Om-i, ,0™^, 

de construire la ^î'""'. Diïérenlions-laà son tour. Nous avors 



fîi, + a-i.dn^ -f -|-(ï„.rfttp -- 0, 



(I) A une légère ïariaale près, cette conslrucliou a été obtenue par M. Ititsquin de Rhéville 
(.Vomi. ^11». de Math., 1891, p. 413) pai' une antre voie que celle qui est employé ici. 
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(lu, toujours en verliide (VI), eL en représentant par n',, n\ 
normales polaires Om',, Ûhi'î , Om'i,, dos courbes (m,), 



«|)i'i -|-«3«'2 + + apn'i, - 0. 

Supposons alors que nous connaissions les centres de Roiiri>ure|x,, |j-i, ti,..it 

des p-l courbes (M,), (Ma), , (Mp-,). Nous r[i déduirons, par le Ihéorènae du 

n" 267, les points 



puis, la relation précédente nous donnera le point w'^, d'où, par application du 
même théorème, nous déduirons le centre de courbure ij.p. 

Cette construction généralisée est susceptible d'un très grand nombre d'appli- 
cations {'). 

309. Podaires. — On aççnWa podaire de la courbe (A) par rapport au 
point la courbe (M) décrite par le pied M de la perpendiculaire abaissée du 
point sur la tangente en A à la courbe (A) [fig. 266). 

D'après ie corollaire I du n° 233, la normale en M à la courbe (M) passe par 
le point m où la normale en A à la courbe (A) est rencontrée par la perpendi- 
culaire élevée en à OM. 

Proposons-nous de déduire du centre de 
courbure a, répondant au point A, le centre de 
courbure u: répondant au point M. 

La droite Om étant perpendiculaire à Km, le 

lieu du point m est la podaire, relativement au 

point 0, de la développée de la courbe (A). Si 

donc la normale à cette développée, c'est-à-dire 

la perpendiculaire élevée en a à Aï coupe OM au 

point m', mm' est la normale à la courbe (m), 

et pour avoir le centre de courbure u, il suffit, 

d'après le théorème du n^ 267, d'élever en m à 

mM la perpendiculaire imH et de joindre le point 

Fio. M. H au milieu I de mm'. Mais, la figure mOm'n. 

étant un rectangle, le milieu I de la diagonale 

mm' se confond avec celui de la diagonale Oï.. La construction se réduit donc 

à ceci : Is centre de courbure fj. est sur la droite joignant le point H au milieu 

IrieOa. 

Sînous lirons la droiteOA qui coupe Mm enB, le point Best le milieu de 0,\; 
il en résulte que le lieu (B) du point B est homolhélique de celui de A par 

1 
rapport au point 0, pour ie rapport d'homothélie -■ Donc la normale en B à la 

courbe (B) est Bl, le centre de courbure est I, milieu de Oa. Puisque les angles 
(0 On en indiquera une plus loin (n* 33:f). 
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OBI et JwBI soiitcgaax, l'enveloppe de lim, que cette droite touche en [i., est la 
caustique que donne le point par réflexion sur la courbe (B). On a donc 
cette construction du point où le rayon réfléchi touche son enveloppe : Soit 
0™ la perpendiculaire abaissée de sur la normale BI à la courbe réfléchis- 
sante. La perpendiculaire élevée en à Om et la perpendiculaire élevée en m 
à Bm. se coupent sur la droite qui joint le point ]i. où. lîm touche la caustique, 




au centre de courbure I de la courbe réfléchissante. La conslruction subsiste si 
BO enveloppe une courbe qu'il louche au point 0. Si la courbe (B) est une 
conique de foyers et \i, on déduit de là une construction du centre de cour- 
bure 1 de cette conique, répondant au point B. 

Exemple. — Reprenons le limaçon de la figure 563. Du point k, diamétrale- 
ment opposé à dans le cercle (M) pris comme centre, décrivons le cercle (A) 
ayant un rayon égal à MM,, c'est-à-dire tangent au limaçon en ses 
sommets H et K [fig. 267), Joignons le point m diamétralement opposé à M 
dans le cercle (M) au point -j.. La droite mr parallèle à OM coupe le cercle (A) 
au point A. Puisque les angles M|Mï et A^M sont droits et que ik = MM, par 
construction, la figure MaAM, est un rectangle. Donc AM,, perpendiculaire à 
aA, est tangente au cercle (A), et OM, est perpendiculaire à cette tangente. Par 
suite, le limaçon (M,) est la podaire du cercle (A) par rapport au point 0. 

Appliquons la construction précédente : U,m est bien la normale ; en outre, 
si mil, est perpendiculaire à M,ï», le centre de courbure [i, est sur la droite 
joignant le point H, au milieu ej. de Ox. 

Nous retrouvons ainsi le résultat obtenu différemment à la fin du 
numéro précédent. 
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D. — Application â la Cinématique 

270. Pi'încîpe (jénéral. — Considérons une figure plane 

composée des points A,, Ai, , A„, variable avec le temps. A un 

instant donné, ces divers points sont animés sur leurs trajectoires 

respectives de vitesses w (A,), ('(A,,), , w {A„). Si d (A^), 

d (A,,), , d (A„) sont les diftërentielles des arcs décrits simulta- 
nément par les divers points, on a par définition, de étant l'accrois- 
sement infiniment petit dn temps, 



Ainsi, le problème qui consiste à trouver les rapports des vi- 
tesses w(A,], y (A,!),...:.., » (A„) est exactement le même que 
celui qui consiste à trouver les rapports des différentielles d'arcs 

d(A^), d{Aj), , d[A„). Il se résoudra donc par l'emploi des 

formules de Géométrie infinitésimale précédemment démontrées. 

On voit que tout revient au fond à donner à la variable indépen- 
dante par laquelle — tout en la laissant arbitraire — nous avons 
supposé régies les variations d'une figure géométrique, un nom par- 
ticulier : le temps. 

Nous nous contenterons d'indiquer une simple application de cette 
remarque ('). 

271. Inverseur PcauccHîci-, — ■ L'inverseur Peaucelller 
permet, comme on sait, de transformoi' un mouvement circulaire 
en mouvement rectîligne par le seul intermédiaire de tiges articu- 
lées, sans glissières. 

Il se compose d'un losange AMBN articulé en ses sommels 
{-(ig. 268) et dont les sommets M et N sont reliés par deux tiges 
d'égale longueur OM et OF à un point fixe 0. 

(') Voir aussi, clans les 'Nom. Ann. de Math. (1882, p. 40), iiiifl (-ludi: où je donur 
certaine application r.iném.iliqiie qui .-i ('■lé si^néraliséi^ (le|iuis par M. l.iguinc 
{Ibid., p. 300). 
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On voit facilement que, si l'on fait décrire au sommel A une cer- 
taine courbe (A), le sommet B décrit une courbe fB) inverse de la 
première par rapport au point ('). 

Si la courbe (A) est un cercle de centre G, passant en 0, la 
courbe IB) est donc une droite perpendiculaire à OG. 




Proposons-nous de trouver le rapport de la vitesse v (B) du point B 
sur la droite (B) à la vitesse angulaire m (A) du point A autour du 
centre G ("). 

Si la perpendiculaire élevée en à OA coupe en « et en h les 
normales aux trajectoires des points A et B, on a, d'après la for- 
mule (îlli, 



(') Si on a[)pelle I le milieu de AIS, on a 
OA X OB = (01 — lA) (01 H- IB = Ôï- - Tl- - 



. (OM-) — IM-) — (AM'-- 



(luuniité constante. 

(2) i\'ouv. Ann. de Math. (188t, p. 486, et 1884, p. 199). Depuis que 
rasHlLiit, M. Lignine a fail une étude analogi 
reliitivement aux systèmes aiiiculês de Hart 



mouvement circulaire en mouvement rectiligm 



puhlifi Ci 

Ann. de Math., iHH-2, \!. ISIl, 

lie Ivempe qui Irausfonneul. nus>^i it 
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OU, puisque les ang'les OAa et OB^ sont égaux, 





o (G) OU 




1) (A) ~ Oa' 


Or, 






V (A) = w (A). AC. 


11 vient donc 






nBj=.,iA).ic,5?. 



Menons la parallèle OP à AG. Le triangle OPB semblable à OCA 
donue 

AC _BP 
OA ~ on' 
Donc 

V {W} = 03 (A), ei'. 

Si on veut se rendre compte de la loi suivant laquelle varie ce 
rapport, il suffit de remarquer que, le triangle OPB semblable à OGA 
étant isocèle, ou a OP =-■ PB ; le lieu du point P est donc la para- 
bole qui a pour foyer le point el pour directrice la droite (B). 
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COURBKS GAUCHES 

§ 1. — Principes GiiriiiaAux. 

272. TangeiiLe, normale et plan nuriiml. — Ou appelle 
courbe gauche toute courbe qui n'est pas plane. La défitiilioii de la 
tangente en un point d'une lelle courbe ne diffère pas de celle qu'on 
donne pour les courbes planes. C'est toujours la limite vers laquelle 
tend la droite unis&ant le point considéré à un point infiniment voi- 
sin pris sur la courbe. L'angle de deux tangentes inflniment voi- 
sines, c'est-à-dire l'angle des parallèles à ces deux tangentes, 
menées par un point quelconque, est dit l'angle de contingence. 

Toute perpendiculaire menée à la tangente par le point de con- 
tact est une normale. Toutes les normales menées en un point de la 
courbe sont dans un même plan, le plan perpendiculaire à la tan- 
gente en ce point, qui est dit le pton normal. 

îi73. Plan 0!?tculal,eiii'. Pi-einiore déiiniiîon. — La 

notion du plan osculaleur naît de la considération de la dislance 
d'un plan mené par un point de la courbe à un point infiniment voi- 
sin pris sur celle courbe. 

Soit P le pied de la perpendiculaire abaissée du point M', infini- 
ment voisin de M, sur le plan -k mené par M [ftg. 269). On a 
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MM' étant un infiniment petit de premier ordre, et l'angle M'MP étant 
généralement fini, M'P est aussi du premier ordre. Mais, si le plan 
"onsidéré passe par la tangente MT, les droites MP et MM' venant 
à la limite se confondre avec MT, l'angle M'MP 
est infiniment petit (du premier ordre en général), 
et M'P est du deuxième ordre. 

Du point P abaissons la perpendiculaire PQ 
sur MT [fig. 270), el joignons M'Q, qui est éga- 
lement perpendiculaire à MT. Gomme on a 

M'Q =: MM', sin M'.VlÔ, 




on voit que M'Q est un infiniment petit du deuxième ordre. Par 
suite, la distance M'P étant donnée par 



M'P -: M'Q. sin M'Qt>, 

on voit que M'P sera aussi du deuxième ordre, à moins que l'angle 
M'QP ne soit infiniment petit, auquel cas 
M'P sera au moins du troisième ordre. 

Or, l'angle M'QP mesure le dièdre 
formé par le plan MM'Q avec le plan 
MQP. Cet angle sera donc infiniment 
petit, si le plan MQP est la limite du 
plan MM'Q. C'est cette position limite du 
plan mené par la tangente MT el le point 

infiniment voisin M' qui a reçu le nom de plmi osculateur au 
point M. 




274. Oeuxièmc délinUion. — On peut donner du plan oscu- 
lateur diverses autres définitions équivalentes à celle-ci. Par 
exemple : le plan osculateur est la limite du plan mené par la tan- 
gente au point de contact parallèlement à une tangente infiniment 
voisine. 

Pour faire voir que cette définition est équivalente à la précé- 
dente, projetons orthogonaleraent la figure sur un plan HK perpen- 
diculaire à la tangente MT {fig. 271). 

Le plan MM'm, dont, d'après la précédente définition, le plan 
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osculateur est la limite, a pour trace sur le plan HK 



295 




an considéré se 



riroile jnm' 

dont la limite est la tangente en m à la projection de la courbe. Ainsi, 
le plan osculateur est déterminé par la tangente ytiu à la courbe MM' 
et la tangente m9 à la courbe mm'. 

Considérons maintenant le 
plan mené par Mhi et la paral- 
lèle MT', à M'T' menée par M. 
Ce plan est parallèle au plan 
T'MW dont la trace sur le plan 
de projection est la tangente 
m'f' menée en in à la courbe 
projetée mm. La trace du plan 
considéré est donc la parallèle 
mt\ menée par m à m't'. Or, à 
la limite, wiT et par suite mt\ 
se confondent avec mfi. Donc, à 
confond avec le plan osculateur. 

Remarque. — Le plan MM'T', a constamment en commun avec 
le plan MTT', la droite MT',. En outre, la droite MM' du premier a 
pour limite la droite MT du second. Le plan MM'T', a donc même 
limite que le plan MTT'j, c'est-à-dire qu'il tend aussi vers le plan 
osculateur en M. 

Corollaire I. — 11 résulte de là que, si l'on considère le cône G 
formé par les parallèles à toutes les tangentes d'une courbe gauche, 
menées par un point quelconque de l'espace, le plan osculateur pas- 
sant par une tangente à la courbe est parallèle au plan tangent au 
cône G le long de la génératrice correspondante. 

Puisque la limite de l'intersection de 

deux plans tangents à un cône infiniment 

-voisin est une génératrice de ce cône, on 

déduit de là que la limite de l'intersection 

du plan osculateur à une courbe gauche en 

M et du plan osculateur en un point infini- 

** ' ment i^oisin est la tangente en Vi à cette 

courbe. 

Corollaire II. — On voit aussi que la plus courte distance de 

deux tangentes infiniment voisines est du troisième ordre. Menons, 

en effet, parle point M la parallèle MT', à M'T' [fig. 272). La plus 
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courte distance des tangentes MT et M'T' est égale à la perpendicu- 
laire M'P abaissée de M' sur le plan MTÏ',. Or, on a 



MT = M'Q. , 



I M'QP. 



M'Q, comme on l'a déjà vu au n" 273, est du deuxième ordre. En 
outre, puisque, d'après la deuxième définition, les plans MTT', el 
MQM' ont même limite, savoir le plan osculateur, l'angle M'QP, 
qui mesure leur dièdre, est infiniment petit. Donc M'P est, au moins, 
du troisième ordre. 




275. Troisième défliiilîoii. — Le plan osculateur est 
encore la limite du plan passant par le poinl considéré et deux 
points infiniment voisins. 

Soient M' et M" deux points infiniment voisins du point M 
{fig. 273). Projetons la figure 
en M^M'jM", sur un plan per- 
pendiculaire à MM" . On voit que 
la projection de l'arc MM'M" 
est nécessairement contenue 
dans l'angle infiniment petit 
Ï,M,S",, et, par suite, que la 
trace M,M', du plan MM'M" est 
comprise M,T, entre et M, S", 
ou, ce qui revient au même, que le plan MM'M" est compris dans le 
plus petit des dièdres formés par les plans TMM" et MM"T". 

Or, d'après la première définition, le plan TMM" a pour limite le 
plan osculateur en M. D'autre part, le plan MM"T", passant par la 
parallèle à M"T" menée par M, a également pour limite, d'après la 
remarque qui suit la deuxième définition, le plan osculateur en M. 
Donc, le plan MM'M", compris dans le plus petit dièdre formé par 
ces deux plans, se confond aussi à la limite avec le plan osculateur 
en M. 

Corollaire. — Le plan osculateur est traversé au point M par la 
courbe. Distinguons, en effet, par les notations (1) et (2) les deux 
régions de l'espace séparées par le plan MM'M". Si la partie de la 
courbe en deçà du point M est dans la région (1), l'arc MM' est 
dans la région (2), l'arc M'M" dans la région (1) et, enfin, l'arc au- 
delà de M" dans la région (2). Passant à la limite, on voit que, par 
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rapport au plan osculateur, les parties de la courbe en de^à et au-delà 
de M sont dans des régions opposées de l'espace. 

Ii76. Normale principale et bînormale. — Plan recU- 
fvant. — La normale à la courbe gauche située dans le plan osculateur 
porte le nom de normale principale, et la normale perpendiculaire 
au plan osculateur, celui de hinormale. 

On voit que l'angle de deux plans osculateurs est égal à l'angle 
des binormales correspondantes. Lorsque cet angle est infiniment 
petit, il prend le nom A'angle de torsion. 

Dans le trièdre trirectangle formé par la tangente MX, la normale 
principale MY et la binormale MZ, la face MXY est, d'après la 
définition même de ia normale principale, le plan osculateur : la 
face MYZ est le plan normal. La troisième face MZX a reçu de 
Lancret le nom de plan rectifiant^ justifié par une belle propriété 
découverte par ce géomètre ('). 

S77. Évalualion d'infliiiment pellts. — L'aDgle de conlingencc t 
(n" 272) et l'angle de torsion vj (n" 276), Joints à l'arc inrinimenl petit MM' 
ou î, permettent d'exprimer les divers infiniment petits à considérer autour du 
point M. 

Le calcul de ces inliniment petits peut être fait soit par l'Analyse (^), soit 
par la GéomÉtrie (^). Il est parfois assez délicat. Nous ne nous y arrêterons pas 
ici, nous contentant de donner quelques résultats et de dire que le moyen le 
plus simple de les obtenir consiste généralement à avoir recours au cône des 
parallèles aux tangentes, défini dans Se corollaire I du n" 273. 

. . , (■ le plan normal en M l'angle e 

La normale prmcipale au l , "^i , , „ i° , 

■ . nr ■ i. . . • ■ , 'le plan osculateur en M l angle v, 

pomt M innniment voisin de ' , , . . , ,. i. i nr'\ — â 

r, „ ., 1 la normale pnncipale en M ! iingic y^ + ''C 

M fait avec ,, ,i 

' (Lancret). 

(1} L'énoncé de cette propriété exige une notion qui ne sera dérmie que dans un 
des chapitres suivants ; mais nous allons le donner dès muiittenaul. pour le lecteur 
<léjà familiarisé avec les éléments de la théorie des surfaces. 

Le plan rectifiant enveloppe une surface développable, dite surface ractifiante, 
dont les aiÈtes sont dites tes droites rectifiantes. Cela dit, le thi^orème de Lancret 
■est le suivant : flans le développeraient de la surface rectifiante, ia courbe gauche con- 
sidérée devient une droite. 

Cette propriété explique le terme, choisi par Lancret, de surface rectifiante. 

On voit que, pour une courbe plane, la surface rectifiante est le cylindre dont cette 
courbe plane est la section droite. 

(^) Voir le Cows d'Analyse de l'École polytechnique, de M. G. Joiin*x (2- édition, t. \. 
n" 473-480). 

(S) Voir VExposition géontélrigue des Propriétés générales des Courbes, par Chortcs 

RVCHNONET (Li 
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[ la. binormale en M l'angle tj 
l.a binormale an point M' ) lu tangente en M l'angle -^i 



( le plan normal en M Tiingle — '- 



La plus courte distance de deux tangentes intiniment 



entre l'arc MM' et sa corde par ^i etc. 



^7ÎÎ. Courbure cl lor^^ioii. lïnyons de eoui'bui'c cl. 
de torsion. — Gomme pour les courbes pianos on appelle cour- 
hure la limite du rapport -■ 

La torsion est la limite du rapport ;^ ('). 

Les rayons de courbure et de torsion sont les inverses de ces 
limites. Nous les désignerons parles notations R^ et R,. Nous avons 
donc 



Lorsqu'on connaît, en un point d'une courbe, la tangente, la nor- 
male principale etla binormale, cette courbe est coraplèteraenl défi- 
nie, si on possède en outre la loi suivant laquelle la courbufe et la 
torsion varient avec l'arc. 

Remarquons immédiatement que nous avons 



i.79. Cercle «sculaleuf c( splière osculali'îce. — 

Gomme dans le cas des courbes planes, on appelle cercle osculateur 
de la courbe au point M !a limite du cercle passant par le point M 
et les points infiniment voisins M', M". D'après la troisième définition 
du plan osculateur {n° 275), on voit que le cercle osculateur se 
trouve dans ce plan et, par suite, que son centre se trouve sur la 

st. le plus fréquem. 
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normale pnneipale. L'Analyse permet de démontrer immédiatement 
que la courbure de ce cercle est la même que celle de la courbe, 
précédemment définie. Aussi ce cercle reçoit-il le nom de cercle de 
courbure, et son centre celui de centre de courbure. 

Elle montre, en outre, que le cercle osculateur est aussi la limite 
du cercle tangent en M à Ja courbe et passant par le point infiniment 
voisin M'. 

On voit ainsi que, si Q est le pied de la perpendiculaire abaissée 
de M' sur la tangente MT, on a 

R ^ r.im ^■ 
11. _ mm ,^^,j,^ 

De même, la limite de la splière passant par le point M et les trois 
points infiniment voisins M', M" et 'M'" porte le nom de sj^ftère oscu- 
latnce. On voit que cette sphère passe par le cercle osculateur. Son 
centre se trouve donc sur la perpendiculaire élevée au plan oscula- 
teur par le centre de courbure, droite qui a reçu le nom â!axe de 
courbure. 

L'axe de courbure est îa limite de la droite d'intersection de 
deux plans normaux infiniment voisins. On verra plus loin (n"' 359 
et 360) que cet axe admet dès lors une enveloppe (arête de rebrous- 
sement de la développable (') enveloppée par le plan normal) que 
Lancret a nommée ta développée par le plan de la courbe gaucbe 
considérée. 

Le point où l'axe de courbure louche la développée par le plan 
est le centre de la sphère oseulatrice, dont le rayon R, est, d'ailleurs, 
donné par la formule 



«=«+«(fy 



280. Projection conique d'une courbe gauche. — Si 

on prend la projection conique d'une courbe gauche G sur un 
plan P, à partir d'un point 0, c'est-à-dire si on prend l'intersection 
par ce pian P du cône de sommet qui passe par la courfae G, on 
obtient une courbe plane c qui présente quelques particularités 
remarquables. 

(') Surface potaire de; Moiige, 
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D'une manière générale, la tangente en un point de la projection c 
est la projection de la tangente au point correspondant de la 
courbe G. Cette proposition est évidente. Mais, pour les points de 
contact des tangentes menées de à la courbe, ia détermination de 
la tangente qui résulterait de ce théorème devient illusoire, puis- 
qu'alors la projection de la tangente se réduit à un point. 

Soit donc M {ftg. 274) le point de contact d'une des tangentes 
menées de à la courbe c. La tangente en ^n étant la limite vers 
laquelle tend la corde m^n, trace sur le 
plan P du plan OMM', se confond avec 
la trace de la limite de ce plan, c'est- 
à-dire {n" 273) avec la trace du plan 
osculateur en M, En outre, puisque la 

courbe C traverse ce plan osculateur 

/ (n" 275, Cor.), la courbe c est située de 
/p part et d'autre de 'in<i. Enfin, tout autre 
/ plan que le plan osculateur mené par la 
tangente OM laissant la courbe G tout 
entière du même côté, toute droite me- 
née par m dans le plan P doit laisser la courbe c tout entière du 
même côté, ce qui montre que le poini m. est im point de rebrous- 
sèment de la courbe c. 

En particulier, la projection orthogonale de la courbe sur le plan 
normal au point M présente en M un point de rebroussement. 

Prenons maintenant sur la courbe G un point M tel que la tan- 
gente en M ne passe plus au point 0, mais que le plan osculateur 
en M passe encore au point 0. La tangente en m à la courbe pro- 
jetée c, étant la projection de la tangente en M à la courbe C, se con- 
fond avec la trace du plan mené par cette tangente et le point 0, 
c'est-à-dire avec la trace du plan osculateur en M. Il résulte de 
là, comme précédemment, que la courbe c est de part et d'autre de 
sa tangente en r/i. Mais, comme ici OM n'est pas tangente à G, tout 
plan mené par OM est traversé par cette courbe ; donc, en projec- 
tion, toute droite menée par m est traversée par la courbe c. Le point 
m est alors xm point d'inflexion de la courbe c. 

En particulier, la projection orthogonale de la courbe sur le plan 
rectifiant au point yiprèsente en M un point d'inflexion. 
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§ 2. — Api^LICATlON A l'hélice 

A, — Hélice cylindrique générale 

281. Déiî ni lions. — On appelle hélice une courbe tracée sur 
un cylindre et coupant les génératrices de ce cylindre sous un angle 
constant. 

Si la section droite du cylindre est une courbe fermée, l'arc de 
l'hélice compris entre deux points consécutifs A et A' situés sur une 
même génératrice est dit une spire, la distance AA' de ces deux 
points étant le pas de l'hélice. 

Nous appellerons angle de l'hélice le complément de l'angle cons- 
tant que fait chaque tangente à cette hélice avec la génératrice pas- 
sant par son point de contact, c'est-à-dire l'angle v. que fait chaque 
tangente avec le plan d'une section droite. 

Si l'angle a est nul, l'hélice se confond avec une section droite du 
cylindre ; s'il est droit, elle se confond avec une génératrice. S'il est 
supérieur à 90°, on peut le remplacer par son supplément, en ayant 
soin de distinguer le sens dans lequel l'hélice s'enroule sur le 
cylindre. 

Prenons le cas d'un cylindre ayant pour section droite une courbe 
fermée, et supposons un observateur placé debout sur un plan de 
section droite du cylindre, à l'intérieur de ce cylindre. Imaginons, 
en outre, un point s'élevant sur l'hélice par rapport à cet observa- 
teur. Si, pour cet observateur, la projection du point sur le plan 
de section droite se déplace dans le sens direct (de droite à 
gauche, comme sur la figure 275), nous dirons que l'hélice est 
directe ou à torsion positive ; si cette projection se déplace dans le 
sens rétrograde l'de gauche à droite), nous dirons que l'hélice est }^é- 
trograde ou â torsion négative. Peu importe, d'ailleurs, le sens dans 
lequel on a supposé placé l'observateur, car, s'il se retourne bout 
pour bout, le sens du mouvement du point s'élevant par rapport à lui 
change en même temps, de sorte que le sens du déplacement de la 
projection de ce point par rapport à cet observateur reste le même. 

282. l>évelo|ipeinent. — Prenons sur l'hélice deux points M 
et M' infiniment voisins (fîg. 275). Les génératrices de ces points 
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rencontrent la section droite du point A en m et en m . Menons 
aussi par le point M le plan de la section droite qui coupe M'm' au 
point m". Si nous supposons menées les cordes MM' et Mïïi", nous 
avons 



MM' 



^"M' 



coaM'Mm 



Si nous posons arc k.rn ^= s, arc AM = S, /»M =^ z, nous avons 
aux. infiniment petits du troisième ordre près, As =^ mw,' ^^ Mm", 
AS ^^ MM', et rigoureusement \z = inU!. En .outre, puisque, à la 
limite, M'M/)/'=-- a, les égalités précédentes donnent 












OU, en remplaçant les accroissements infini- 
ment petits par les différentielles correspon- 
dantes, pour une variable indépendante quel- 
conque. 






d'où, en intégrant et remarquant que, si on compte les arcs à partir 
du point A, on a, pour s ==. o, S =^ o et ^= o, 



Portons sur une droite, à partir du point 
Ag, le segmeni A^)W-„ égal à l'arc Ani ou S, 
et élevons en m,, à cette droite la perpendi- 
culaire îrt||Mn égale à mVl ou s [fig. 276). D'après la seconde des 
formules ci-dessus, on a 




ce qui ])rouve que le lieu ilu point M,j est la droite A,^M„ inclinée : 
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l'angle -J- sur k^m^. En d'autres termes, si on développe le cylindre 
sur lin plan, l'hélice se transforme en une droite inclinée à l'angle i- 
sur la droite transfornaée de la section droite du cylindre. 




2ÏÎ^Î. Tangente. I*laii oscillateur. — Si la tangente en M 
coupe le plan de la section droite prise pour hase au point T [fi(} . 277) , 
on a mT = wiM. cotg a = arc Awi, ce qui montre que le lieu du 
point T est la développante de la courbe km, partant du point A. 

Cherchons le plan osculateur au 
point M. Pour cela, parions de la 
troisième définition {n''27o), c'est-à- 
dire menons la parallèle MT', à la 
tangenie en un point infiniment voi- 
sin de M et cherchons la limite du 
plan MÎT',. Puisque MT', est aussi 
inclinée à l'angle * sur le plan de 
base, on a îuT'i = m'ï. Le triangle 
«iTT'i étant isocèle, le lieu du point 
T', est le cercle de rayon /uT. La 
limite de la droite TT',, tangente à 
ce cercle, est donc la perpendiculaire 
élevée en T à mT dans le plan de 1: 
à la normale en M à la section droite du cylindre. Cette normale MN 
détermine donc avec la tangente MT le plan osculateur en M, 
Comme, d'ailleurs, celte normale est perpendiculaire à MT, elle cons- 
titue la normale principale de l'hélice. Nous n'avons plus qu'à élever 
en M une perpendiculaire MB au plan MNT pour avoir la binormale. 
Le plan MTB est le plan rectifiant. Puisque MB et MT sont per- 
pendiculaires à MN, ce plan se confond avec le plan tangent au 
cylindre. La surface rectifiante est donc bien ici le cylindre lui- 
même. On retrouve ainsi le résultat obtenu au numéro précédent, à 
titre de cas particulier du théorème de Lancret ('). 

D'après la remarque qui termine le n° 280, on voit que la projec- 
tion orthogonale de l'hélice sur le plan tangent en M au cylindre 
présente en ce point une iiitlexion. 



e. Or, cette droite est parallèle 
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284. Rayons de courbure el «le lor^ion. — Reprenons 
les formules du n" §78 

R„ = Lim '^, U, = l.im ^■ 

Nous avons ici, d'après le n" 282, 

COSa 

Appelons -f l'angle des tangentes aux points infiniment voisins m 
et m' de la courbe de base. Nous avons, en appelant p le rayon de 
courbure de cette courbe au point m, 

Il vient donc 

R^ = Lim -£^^ = — L ■ Lim -■ Ii, — -^ ■ Lim ï- 

COSa.î COSa. e COS 5; ï; 

Pour trouver la première de ces limites, menons, par un point 
quelconque du plan de base, des parallèles aux tangentes à la courbe 
en M et en M', dont l'angle est s, sur lesquelles nous prenons les seg- 
ments égaux OMq et OM'g [flg. 278). Les projections Om-u el Om\, 
de OMq etde OM'q sur le plan de base sont parallèles aux tangentes 
en m et en m à la courbe de base, c'est-à-dire font entre elles 
l'angle f. Gela posé, la figure M^M'^m^jm',, étant un rectangle, on a 

m,,m; — m„m,;, 



ou encore, puisque le sinus d'un arc infiniment petit ne diffère de 
cet arc que d'une quantité du troisième ordre, 





Lim OMq.e = LimO» 


c'est-à-dire 


Lim - = ;— = — 


11 vient donc 




(1) 


K = ^^- 
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Pour avoir maintenant R„ menoLis de même les parallèles ON,, 
et ON'd aux binormales en M et 
en M', c'est-à-dire les perpendicu- 
laires élevées à OM^ et à OM',, res- 
pectivement dans les plans OM^iHf^ 
et OM'pm'g. Les segments ONq et 
0N'(|, supposés aussi égaux, qui 
se projettent en On^^ et On'^ sur '^'■ 

les prolongements de O»/,) et Oh^'q 
font entre eus l'angle v„ et l'on a, comme précédemment, 




^2.0N,.*ln-=ï 



LimON^, 7| ^ Lim On^.:^, 




M<.. 



De (l)et (2) on déduit (') 



(^) 



Il est facile, connaissant le rayon de cotir- 
bui'e p de la section droite du cylindre en M et 
l'angle %, de construire R^ et R,. 

Par les extrémités M et N du segment MN 
égal à p [fîg. 279), élevons à cette droite des 
perpendiculaires MQ et NH. Tirons la droite 
MH faisant avec MN l'angle a et élevons à MH 
en H une perpendiculaire qui coupe MN en P et MQ en Q. On voit 
immédiatement sur la figure que l'on a 



MQ = R,. 



(') M. i. Bertrand a dOmonlré que i'hélic 
la courbure k la torsion soit constant. 
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385.Itaj-on de la sphère oseiilati-ice. — Nous avons vu, au 11° 279, 
que le rayon R,- de la sphère osculatrice est donné par la formule 



dS c(s dS th 



Mais, d'après la formule (1), 

(m^_d^ _i 

1! ■vient donc 

dVi_^ do l 
'dS ~'ds' nos a' 

Si nous appelons o, le rayon de courljiire de la développée de la section 
droite au point M, nous avons, d'après le Corollaire I du n" 251, 

(f étant l'angle Lie contingence de la section droite au point M. De même 

C/S = DO.. 



Par suite, 

'îl — ii. 



Portant cette valeur dans la formule ci-dessus où on remplace R^ et II, par 
leurs valeurs tirées de (1) et (2), on a 



'+±r,y 



B. — Hélice ordinaire 



2SÎG. Éléments fomlamcntaux. — Lorsque le cylindre sur 
lequel est tracée l'hélice estde févoluUon, l'hélice est dite ordinaire. 
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Dans ce cas, r étant le rayon du cylindre, le pas H est donné par 



La quantité â~' qu^ nous représenterons par h, est dite le pas 

réduit de l'hélice. On voit, d'après la convention du n" 281, que ce 
pas est positif ou négatif suivant que l'hélice est directe ou rétro- 
grade. 

Nous avons donc 

(2) A = r. Lg^., 

d'où 



Si donc 3- est la distance verticale de deux points de l'hélice dont 
les projections horizontales sont séparées sur le cercle de base par 
l'arc s, on a aussi 



m 



Tout ce qui a été dit précédemment à propos de l'hélice géné- 
rale peut être répété à propos de l'hélice ordinaire. La seule parti- 
cularité à signaler dans ce dernier cas se rapporte à l'expression des 
rayons R„ R„ R,. La formule ( ') du n" 284 devient ici 



Donc R,, est constant. La formule [2) du même numéro montre 
que R, est constant (1). Quant à la première formule écrite au n" 285, 

elle montre, puisque R, est constant, c'est-à-dire —7^ =^ 0, que 

Rj = R^, En d'autres tenues, le centre de la sphère osculatrice se 
confond, dans ce cas, avec le centre du cercle osculateur. 



X a clémoiitié que l'hélice ordinaire est la seule courbe gauche dont 
(h torsion sont constantes. 
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287. Projection orlliof|oniile de l'hélice sur un plan 
parallèle à l'axe tlu cylindre. — Ayant pris les ases de 
coordonnées Ox et 0?/ marqués sur la figure S80, on a 

ce = Om' = rMii« 
y — m'M = arc O^^mf,. (g n = vo. Ig a, 

OU, en posant r tg^j.=^ a, 



Kliminant (o entre les expressions de co et de y, on a 



La projection considérée est donc une sinusoïde. 

Il est très facile de construire cette projection. Bornons-nous à 





l'indiquer pour une demi-spire {fig. 281). Divisons le demi-cercle 
de base et îa hauteur de la demi-spire en un même nombre de par- 
ties égales, huit par exemple. Les verticales des points 1, 2, 3,..., S 
coupent respectivement les horizontales des points i', 2', 3',..., 8' 
en des points qui appartiennent à la sinusoïde demandée. 
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lîîtS. Vojcction oblique cie l'hélice sur uu plan per- 
pendiculaire à l'axe du cylindre. — Prenant un plan ver- 
tical parallèle à la direction des projetantes, nous pouvons toujours 
l'hoisir le plan horizontal de façon à le faire passer par le point A 
situé sur la génératrice de contour apparent du cylindre [fig. 282). 

Pour avoir l'ombre du point M nous n'avons qu'à mener par ce 
point la parallèle MM; au rayon lumineux dont la trace M^ sur le 




plan liorizontal est le point cherché. En répétant cette construc- 
tion pour les divers points de la spire AHBIA', on obtient son 
ombre ApHnBuIoA'o comprise entre les tangentes en A^ et îq au cercle 
de base, et qui se répète de même pour les autres spires. 

Afin de définir la nature de cette courbe, projetons en P^Q^, le 
■cercle de section droite PQ passant par M. Le centre G de ce cercle 
se projette en C^. 

Appelons 9 l'angle que les projetantes font avec le plan horizon- 
tal, ^lahauteur du plan PQ au-dessus de ce plan. Nous avons 
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puis 

arc PoMd = arc PM = arc Am := s, colg -j.. 

Par suite, si nous posons OGj^ = x, OC^,M,, = m, nous avons 
,1' = 3 cotg 

'■"' = 3 colg a, 

d'où 

k étant une longueur constante. 

Ainsi, la courbe projetée peut être considérée comme engendrée 
par un point M,, d'un cercle dont le centre G^ décrit la droite Ox, tan- 
dis qu'il tourne lui-même autour de ce centre d'angles proportion- 
nels à OC,,. Ce lieu est ce qu'on appelle une cycloïde. Cette cycloïde 

tg6 
est ordinaire, allongée ou raccourcie, selon que - — est égal, supé- 
rieur ou inférieur à I, c'est-à-dire selon que ft est é^^al, supérieur ou 
inférieur à t.. 

289. Hélice osculati-ice. — De toutes les courbes gauches, 
l'hélice ordinaire est la seule, nous l'avons déjà dit, dont la cour- 
bure et la torsion soient constantes, c'est-à-dire celle dont l'allure 
est le plus uniforme. A ce point de vue, elle correspond, dans l'es- 
pace, au cercle, dans le plan; celui-ci peut, d'ailleurs, être consi- 
déré comme sa limite lorsque l'angle de l'hélice se réduit à zéro. 

Par analogie avec le cas du plan, on définira àoacVhéîice oscula- 
trice en un point d'une courbe, celle qui, ayant en ce point même 
tangente et même normale principale que ia courbe, a, en outre, 
même rayon de courbure R, et même rayon de torsion R,. Tous les 
éléments de la courbe et de l'hélice qui dépendent seulement de R^ et 
de Rj, et non des dérivées de ces quantités par rapport au paramètre 
variable, seront les mêmes. Par exemple, la droite rectifiante sera !a 
même pour les deux courbes, mais non la sphère osculatrice. 

La droite rectifiante, considérée comme se rapportant à l'hélice, 
est une génératrice du cylindre de révolution sur laquelle cette 
hélice est tracée; elle est donc parallèle à l'axe de ce cylindre qui 
peut être dit aussi l'axe de l'hélice. On voit donc que l'axe de l'hé- 
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lice osculalricc est parallèle à la droite rectifiante au poîiil con- 
sidéré. 

Il est très facile, d'ailleurs, de déterminer complctemeat cet axe. 
En effet, d'une part, il rencontre la normale principale, de l'autre, 
il est parallèle au plan rectifiant {n° 283). Il suffit donc d'avoir la 
distance de cet axe au point considéré, dislance qui est égale au 
rayon r du cylindre de révolution sur lequel est tracée l'hélice, ainsi 
que l'angle que cet axe fait avec la tangente, ou, ce qui revient au 
même, le complément a. de cet angle. Or, les formules (i) et (2) du 
n" 284, savoir 



d'où l'on tire a et r. 

A la limite, lorsque la courbe est plane, c'est-à-dire sa torsion 
nulle, ou R, infini, les formules donnent 

^—-Q, r = R„ 

c'est-à-dire que l'hélice osculatriee se confond avec le cercle oscu- 
lateur, comme cela devait être. 

La torsion de la courhe étant la même que celle de son hélice 
osculatriee, on voit, en se reportant au dernier alinéa du n" 281, 
comment on peut, en chaque point de la courhe, définir le sens de sa 
torsion. 
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CHAPITRE VII, 
SURFACES EX GÉNÉRAL 



§ 1 . — Plan tangent et NORif \.le 

'Jii}0. Plan laiiijeitl. Xoi'male. — jNous commencerons par 
rappeler quelques principes qui ont été établis dans le Cours d'Ana- 
lyse. Si sur une surface dont l'équation est 

V (X, Y, Z) ~ 0, 

on prend un point [x, y, s) et un point infiniment voisin [x -\- dx, 
y + dy^ z + dz), quelle que soit la manière dont ce second point 
tend vers le premier, c'est-à-dire quelle que soiî la courbe qu'il 
décrit sur la surface, la droite qui joint ces deux points se trouve à 
la limite dans le plan dont l'équation est 

(X - x) F'. + (Y - ^i F', + (Z .- ^! F\ -- o. 

Autrement dit, toutes les courbes tracées sur une surface à partir 
d'un point donné ont en ce point des tangentes situées dans un même 
plan ('). C'est ce plan qui a reçu le nom de j^lcm tangent. On dit 
qu'il touche la surface au point considéré, qui prend le nom de point 
de contact. 

(') Cette démoiistralion peut êfre faite aussi par la Céométric pure. Toir notam- 
ment le Traité de Géométrie de Bouché el de Comberousse (6° édition, t. II, 
p. a^iin^SSl). 
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La perpendiculaire élevée au plan tangent par son point de con- 
tact estla normale à la surface. Le point où elle est perpendiculaire 
au plan Langent est dit son pied ou son i^oint d'incidence. 

Tout plan passant nar la normale est àiiplan normal; un tel plan 
est perpendiculaire au plan tangent. La section qu'il fait dans la 
surface est dite une section nonvale au point considéré. 

201. Surfaces enveloppes. — La détermina lion d'une sur- 
face dans l'espace peut dépendre de paramètres variables entrant 
dans son équation. Supposons d'abord qu'il n'en intervienne qu'un. 
On a ainsi un système siniplejnent infini. Ayant cboisi une surface S 
de ce système, on peut donner au paramètre variable X un accrois- 
sement infiniment petit cVi., ce qui détermine dans le système une 
surface S' infiniment voisine de S. Ces deux surfaces se coupent 
suivant une certaine courbe qui, lorsque ci), tend vers zéro, tend, 
sur la surface S, vers une position limite G qui est dite la caracté- 
ristique de S. Le lieu géométrique des caractéristiques G est une 
surface S, qui est appelée l'enveloppe des surfaces S, et pour rap- 
peler qu'il s'agit ici d'un système simplement infini, nous dirons que 
cette enveloppe s, est de première espèce. 

L'analyse permet de voir immédiatement que la surface S et l'en- 
veloppe Sj ont même plan tangent en chaque point de la caractéris- 
tique G. On dit qu'elles se raccordent le long de cette courbe. 

Supposons maintenant que la détermination de la surface dépende 
de deux paramètres variables À et ;*, auquel cas le système est dit 
doublement infini. Si, donnant à l'un des paramètres, •^ par exemple, 
une certaine valeur fixe, on considère À comme seule valeur, on 
obtient sur S une certaine caractéristique que nous désignerons 
par G,t. De même, laissant ). fixe et faisant varier \x, on obtient la 
caractéristique G), qui rencontre G[i au point M. 

Le lieu des points M est une certaine surface s, qui est encore 
désignée par le nom A' enveloppe; mais pour rappeler qu'il s'agit 
ici d'un système doublement infini, nous dirons qu'une telle enve- 
loppe est Aaseconde espèce[^). 

L'Analyse permet aussi de voir que la surface S et V enveloppe S,, 

[') Rappelons que réquatioti de l'enveloppe 2, Je la surface S dont l'équation 
est F [x, y, i, X)=z o est donnée par l'élimination de l entre cette équation et sa 
dérivée par rapport à )., et que l'équation de l'enTeloppe S2 de la surface S dont 
l'équation est F {x, y, s, X, p.) ^ est donnée par l'élimination de X et de |i.. entre 
cette équation et ses dérivées prises respectivement par rapport à X et à 11. 
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ont même plan tangent au point '^l. On dit qu'elles se touchent en ce 
point. 

Si, doonant à '/■ une valeur fixe, on fait varier [j:. de — «.■ à oo , 
on obtient une enveloppe Sp, de première espèce. Toutes ces surfaces 
correspondant aux valeurs de 'X comprises de — œ à œ admettent 
elles-roêmes une enveloppe de première espèce qui n'est autre que ^.>. 
De même Sj peut être considéré comme l'enveloppe de première 
espèce des enveloppes de première espèce ^^^ correspondant aux 
diverses valeurs attribuées à ;/. 

Eu particulier, toute surface pourra être considérée comme l'en- 
veloppe de seconde espèce de ses plans tangents, comme l'enve- 
loppe de première espèce des cônes qui lui sont circonscrits et qui 
ont leurs sommets sur une courbe donnée, etc. 



^92. Applieutioii. Théorème de Malus. — Comme 
application de ce qui précède, nous allons donner une démonstra- 
tion élémentaire du théorème de 
Malus, pris dans son cas le plus 
simple, celui delà réflexion d'un 
faisceau lumineux issu d'un 
point. 

Imaginons que de chacun des 
points A d'une siarface [A], 
comme centre, nous décrivions 
une sphère Sa passant par un 
point fixe {fig. 283). A partir 
de sa position actuelle nous pou- 
vons déplacer le point A sur la 
surface |A] dans une infinité de 
directions. Par suite, la déter- fk-,. ^gy 

mination de la sphère S^ dépend 

de deux paramètres. Elle admet donc une enveloppe de seconde 
espèce que nous désignerons par [M] en appelant M le point où S^ 
touche cette enveloppe. Pour déterminerle point M, considérons deux 
sphères S*' et S^- dont les centres A' et A" soient infiniment voisins 
de A. Les trois sphères Sa, Sa- et Sa' se coupent en deux points 
symétriques par rapport au plan AA'A". Puisque l'un de ces points 
est, d'après la définition même, le point 0, l'autre sera le symétrique 
du point par rapport an plan A.4A". Mais, à la limite, ce plan 
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devient le plan taiiyent à la surface [A] au point A. Donc la limite 
du second point commun aux deux sphères, qui est le point M cher- 
ché, est le symétrique du point par rapport au plan tangent en A. 

Ainsi, la surface [M] est le lieu, des symétriques dwpoint fixe 
par rapport aux plans tangents à la surface [A] . 

La normale MR à la surface [M] se confond, en vertu du théo- 
rème ci-dessus rappelé, avec la normale en M à la sphère S^. Elle 
passe donc par le centre A de cette sphère. 

Les segments AM et AO sont égaux comme rayons d'une même 

sphère ; le triangle AMO est isocèle, et on a AMO =^ AOM, Mais la 
normale AN à la surface [Aj, étant parallèle à OM, est dans le 

plan AOM. Par suite, OAN '^ AOM, RAN -= AMO, d'où 

OAN =^ RAN. Ainsi, d'une part, le plan OAR passe par la normale 
AN à la surface [A], de l'autre, les angles OAN et RAN sont égaux. 
11 en résulte, d'après les lois bien connues de la réflexion, que, si OA 
est un rayon lumineux issu de et tombant sur la surface [A] prise 
pour surface réfléchissante, le rayon réfléchi est dirigé suivant AR. 
De là, le théorème de Malus : 

Si des rayons lumineux issus du point G se réfléchissent sur la 
■surface [A], th sont^ après réflexion, normaux à une même sur- 
face {''). 

Celte surface est la surface \}&\ que nous venons de définir point 
par point. 

Corollaire I. Norraale à la sur face podaire . — Le point P milieu 
de OM où cette droite rencontre le plan tangent en A à la surface [A | 
n'est autre que le pied de la perpendiculaire abaissée de sur ce 
plan tangent. Le lieu [P] de ce point est dit la surface podaire de 

la surface [A] pour le point 0. Or, puisque OP ^^ -^' celle sur- 
face [P] est homothétique de la surface [M] par rapport au point 0. 
La normale en P est donc parallèle à MA, c'est-à-dire qu'elle ren- 

OA 

contre OM au point B tel que OB ^^ -^ ■ On a ainsi la généralisa- 
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COURIîURE 317 

tion, pour l'espace, de la construction déjà obLeiuie pour les podaii'es 
planes (n" 2G9). 

Corollaire II. Détermination des points brillants pour un œil 
situé à distance fmie. — Les points brillants d'une surface [A] pour 
un œil sonl les points d'incidence des rayons lumineux, issus- 
d'une source lumineuse S, qui après réflexion sur la surface [A| 
viennent passer par le point 0. En raison de la réversibilité de la 
marche des rayons, on peut dire aussi que ce sonl les points d'inci- 
dence des rayons issus de 0, qui, après réflexion sur [A] vont passer 
par le point S, Or, d'après le théorème précédent, ces rayons 
réfléchis sont normaux à la surface [M]. On aura donc les rayons 
issus de S qui, après réflexion sur [A], iront passer par en pre- 
nant les normales que l'on peut mener de S à la surface [M]. Les 
points où ces normales rencontreront la surface [A] seront les points 
brillants de cette surface {'). 

Cette construction est encore valable lorsque le point S est rejeté 
à l'infini dans une direction donnée, ou encore si le point S restant 
à distance finie, le point est rejeté à l'infini dans une direction 
donnée, puisqu'on peut intervertir les rôles des points et S ; mais 
elle devient illusoire lorsque ces points sont à la fois à l'infini, parce 
qu'alors la surface |M| est rcjetce à l'infini. 

,^ 'i. — Courbure 

203. Sens de la courbure. Indicatrice. — On sait que 
si une surface est rapportée à sa normale en M prise pour axe des z 
et à deux axes rectangulaires pris dans le plan tangent pour axes 
des X et des î/, le s des points de la surface peut, en général, être, 
dans une certaine région autour du point M, développé en une série 
de la forme 



'-(i#).' 



(') Il va de soi quo certains de ces points brillants peuvont «tre virtuels, c'est-à- 
dire non vus du [Joint 0. Poui' qu'un point A soit un point hrillant ré^l, il faut 
évidemment que ladi'oile OA et la dioite SA ne rencontienl la surface [A] en aucun 
autre point situé respectivement entre et A, ou entre S et A. 
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les termes qui composent R, étant au moins du troisième degré en x 
et en y. Si nous considéroas tous les points infiniment voisins du 
point M situés dans un plan parallèle au plan tangent MXY, ic et y 
étant des infiniment petits de premier ordre, 3- en sera un du deuxième, 
et la partie restante du développement, R;,, du troisième. On pourra 
donc la supprimer pour passer à la limite, c'est-à-dire substituer 
dans la région infiniment voisine du point M à la section de la sur- 
face par un plan parallèle à MXY la section faite par ce plan dans le 
paraboloïde 

■^ ^ I '-^'^ + ^^?/ + \ y"'- 



On peut toujours, en faisant tourner d'un angle convenable les 
axes MX et MY, annuler p. Les sections normales faites alors par 
les plans MXZ et MYZ sont dites les sections 'principales de la sur- 
face, et l'équation précédente devient 



Les sections de la surface par des plans parallèles à MXY sont 
donc, dans la région infiniment voisine du point M, semblables à 
l'une ou l'autre des coniques 

suivant que s est positif ou négatif. Elles sont, en outre, semblable- 
ment placées, en ce sens que tous les diamètres homologues d'un 
diamètre de l'une des coniques sont dans le plan normal mené par 
ce diamètre. L'ensemble de ces deux coniques supposées dessinées 
sur le plan MXY est ce que Dupin, qui le premier a eu recours à 
cette notion, a appelé l'indicatrice de la surface au point M, 

On voit que cette indicatrice renseigne sur l'allure de la surface 
aux environs du point M. 

La surface définie par l'équation 
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esl, avons-nous déjà dit, un paraboloïde. Dans la région infini- 
ment voisine du point M, cette surface peut, aux infiniment 
petits du troisième ordre près, être substituée à la surface donnée. 
Elle a reçu pour cette raison le nom de ]iaraboloïde osculateur. 

Si deux surfaces ont, en un point, même paraboloïde osculateur, 
elles se confondent, autour de ce point, aux infiniment petits du troi- 
sième ordre près. On dit qu'elles ont en ce point un contact du 
deuxième ordre. 

Discussion. — On peut toujours supposer l'un des coefficients a 
ou Y positif, a par exemple. Trois cas sont alors à considérer : 

1° V > 0. La partie de l'indicatrice correspondant à la valeur + i 
du second membre est une ellipse réelle, la partie correspondant 
à — 1 est une ellipse imaghmire. Donc, les sections qui corres- 
pondent aux valeurs de s positives sont des courbes fermées réelles ; 
celles qui correspondent aux valeurs de z négatives sont imagi- 
naires. Aux environs immédiats du point M la surface est tout 
entière d'un même côté du plan tangent. 

Si, en particulier, l'indicatrice est un cercle, le point correspon- 
dant, est dit un ombilic. On voit que tous les points d'une sphère 
sont des ombilics ; 

%'• -j ^=0. La partie de l'indicatrice correspondant à la valeur -|- 1 
se compose de deux droites réelles parallèles à MY, la partie cor- 
respondant à — 1 de deux droites imaginaires. Le point est dit 
alors ■parabolique. 

Tous les points d'un cjlindre où d'un cône sont des points para- 
boliques ; 

3° Y <C 0. La partie do l'indicatrice correspondant à la valeur + i 
est une hyperbole dont l'axe réel est dirigé suivant MX; celle cor- 
respondant à la valeur — 1, une hyperbole dont taxe réel est 
dirigé suivant MY. Ces deux hyperboles ont même asymptotes et 
sont conjuguées. 

La section par un plan correspondant à une valeur positive de z 
présente aux environs du point M deux courbures opposées dans le 
sens de MX, et la section par un plan correspondant à une valeur 
négative de z, deux courbures opposées dans le sens de MY. La 
surface est alors dite à cowr6Mre5 opposées. 

Dans tous les cas, on voit que, si deux directions sont conjuguées 
par rapport à l'une des coniques composant l'indicatrice, elles le sont 
aussi par rapport à l'autre. 11 ne saurait donc y avoir d'ambiguïté 
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lorsqu'on parlera de directioiis conjuguées par rapport à l'indica- 
trice. 

Remarque. — Si nous nous reportons à l'équalioa de la surface 
sans supposer cette fois x b\ y infiniment petits, nous voyons que 
la courbe d'intersection de la surface par son plan tangent en M, 
dont i'équation s'obtient en faisant z ■= o dans celle de la surface, a 
pour tangentes au point M les droites dont Vcnscmble a pour équa- 
tion 



Or, cette équaLiou est également celle de l'ensemble des asymp- 
totes de l'indicatrice. On voit donc que les asympotes de l'indica- 
trice sont les tangentes à l'intersection de la courbe par son plan 
langent. 

294. Tangenles eoiij|iit|Uées. — Sur une courbe tracée sur 
îa surface à partir du point M prenons le point M' infiniment voisin 
du premier {fig. 284) et chercbons la limite de la droite d'intersec- 
tion t du plan tangent en M' avec le plan MXY tangent en M, sur 
lequel nous supposons tracée l'indicatrice. 




Coupons la surface par le plan parallèle au plan MXY mené par M'. 
L'intersection t est parallèle à la tangente M'T' à cette section. Mais, 
d'après ce qui vient d'être vu au numéro précédent, la trace MM, 
du plan OMM' sur MXY est le diamètre de l'indicatrice, homologue 
de OM'. En d'autres termes, la tangente M'T' est parallèle à la tan- 
gente M,T, à l'indicatrice; il en est donc de même de (, et, par 
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suite, la direction de t est conjuguée de celle de MM, par rapport à 
l'indicatrice. 

A la limite, MM, se confond avec la tangente en M à la courbe MM', 
( passe par le point M, et on a ce théorème, dû à Dupin : La limite 
de T intersection des flans tangents à la surface en M et M', lorsque 
M' tend vers M, est le diamètre de Vindicatrice en M conjugué de 
la tangente en M à la courbe MM'. 



Remarque. — Il n'est nullement besoin de tracer l'indicairice pour cons- 
truire la tangente M'T conjuguée de la tangente MT. 

Portons sur MX el MT les longueurs MA^elMA, proporiionnellcsà - et- ('), 

(|ue nous snpposons d'abord de même signe {/î^. 285), et par les points A^ 
el A, élevons des perpendiculaires à MA^ et MA,. 



■^ A. 

i \,-""" t" '^ 

; /X t- ^ 




Si MT coupe AyB au point. Tel si MT' coupe A|B au point T', nous avons 
,. . , tg 1 



^, =:— (g^tg<i 



Mais, puis(iue les directions MT et MT' sont conju£uée^ patiappo.t à l'indi- 
catrice, on a 



Par suite, 
(i) On trouver 



tg ^p tg -p' -. — -■ 

A(|T ^ A|T'. 
géomélrjque <l; c s qiin 
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De U, la conslruclioQ suivante : Projeter le point T en é sur MA, ; rabattre 
Ht dans le sens direct en Mt' sur MA,,, el élever en t' à MA^ une perpendicu- 
laire qui coupe BA| au point T'. 
Celle construction subsiste lorsque y est de signe contraire à a, pourvu que 

l'on porte alors MA, = - dans le sens négatif de MY [fig. 283 bis). 

'JXiTi. Taiiyenle à la coiii*be d'ombre. — Donnons tout 
de suite une application de ce théorème : si la courbe MM' est la 
courbe d'ombre propre de la surface éclairée par un foyer lumineux F, 
la limite de l'intersection des plans tangents en M et en M' est le 
rayon lumineux passant au point M. 

On voit donc que la tangente à la courbe d'ombre propre d'une 
surface en un point M est le diamètre de l'indicatrice en M, con- 
jugué du rayon Imnineux passant en ce point. 

Si le point est un ombilic, toutes les directions conjuguées en ce 
point sont rectangulaires. Donc, enun ombilic^ quelle que soit la direc- 
tion du rayon lumineux, la courbe d'ombreest normale à cerayon. 

Si le point est parabolique, une direction quelconque a pour con- 
juguée celle des droites qui constituent l'indicatrice. Donc, en un 
point parabolique., la tangente à la courbe d'ombre a une direction 
fixe, quelle que soit la direction du rayon lumineux. 

Si l'indicatrice est hyperbolique et que le rayon lumineux coïncide 
avec l'une des asymptotes, il en est de même de sa direction conju- 
guée. Donc, aux points ov, le rayon lumineux se confond avec une 
asymptote de. l'indicatrice, la courbe d'ombre est tangente à ce 
rayon lumineux. On sait que de tels points ont reçu le nom de points 
de passage. 

206. Rayon de eourbui-e d'une coui-bc li-acée sur 
la surfaee. Théorème de Meusuîer. — Considérons une 
courbe MM' tracée sur la surface à partir du point M (fig. 286) et 
prenons sur cette courbe le point M' infiniment voisin de M. Abais- 
sons du point M' la perpendiculaire M'P sur le plan tangent MXY, 
et du point P la perpendiculaire PQ sur la tangente MT à la courbe 
MM', tangente qui est contenue dans ce plan. La droite M'Q est per- 
pendiculaire à MT et on a, pour le rayon de courbure R de la 
courbe MM' en M (n" 279), 
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Nous venons de voir que s, donné, ans: infinimenl pelits du troi- 
sième ordre près, par 



est du deuxième ordre. Donc s' est du qua- 
trième ordre, et on a 



\-VJ-i 

cos PM'Q 




L'angle PM'Q est égal à l'angle que fait le plan MM'O avec le 
plan ZMQ. Or, le plan MM'Q a pour limite (n° 273) le plan osculateur 
de la courbe MM' en M ; l'angle PM'Q a donc pour limite l'angle w 
que fait ce plan osculateur avec le plan normal ZMT mené par la 
tangente MT. Quant à l'angle XMP, il a pour limite l'angle 'f que 
fait MT avec MX. On a donc finalement 



(1) 



f + V 



Le rayon de courbure Rrestant le même lorsque w et tp conservent 
ia même valeur, on voit, en premier lieu, que le rayon de courbure 
d'une courbe tracéesur la surface au point M est le inême que celui 
de la section faite dans la surface par le plan osculateur en M d 
cette courbe. 

Si, en outre, nous désignons par R (di) le rayon de courbure con- 
tenu dans le plan mené par MT et incliné de l'angle w sur le plan 
normal ZMT, nous avons 



et, par suite, 
(3) 



tt(") = R(0) CO!m. 
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e'est-à-dirc que le rayon de courbure au point M de la xection faite 
far im plan quelconque mené par MT est la projection sur ce plan 
du rayon de courbure de la section faite par le plan norw.al mené 
par MT. C'est en cela que consiste le théorème de Meusnier. 

Grâce aux deux théorèmes qui précèdent, on voit que l'étude de 
la courbure des diverses lignes qu'on peut tracer sur la surface à 
partir du point M se ramène à celle des sections normales faites 
dans la surface autour de ce point. 

On déduit immédiatement du théorème de Meusnier les corollaires 
suivants : 

Corollaire 1. — Si deux surfaces se raccordent le long d'une 
courbe, les sections normales faites daiis chacune d'elles par les 
diverses tamjentes à cette courbe ont même courbure au point de 
contact, car le rayon de courbure de chacune de ces sections, pro- 
jeté sur le plan osculateur de la courbe de contact doit donner le 
rayon de courbure de celle-ci. 

Corollaire II. — En chaque point de la courbe d'intersection 
de deux surfaces le plan osculateur est perpendiculaire à la droite 
qui joint les centres de courbure des sections nontiales faites dans 
It'S deux surfaces par la tangente à cette courbe. 
Cette dernière remarque est due à Hachette. 

297. Étude ties variations «le lii ooui-biirc des sec- 
tions normales. Relation d'Euler. — Reprenons la for- 
mule (2) du numéro précédent en représentant cette fois par R le 
rayon de courbure de la section normale. Noue pourrons l'écrire 

(1) - = a cos^'^-l-Ysin^^. 

Appelons R,, et R^ les rayons de courbure des sections princi- 
pales (n" 293), qui correspondent aux valeurs o et - de a. Nous 
avons 

Par suite, l'expression {1) de 77 devient 
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C'est la relation d'Euler. R, et R, sont dits les rayom de cour- 
bure principaux, et les centres de courbure correspondants, les 
centres de courbure principaux. 

On voit (jue si le point M est un ombilic, auquel cas -j. -^- y, c'est- 
à-dire Rp ^ Rp on a, quel que soit f , R =^ R,,. 

Par suite, toute courbe décrite sur vm,e sphère admet pour rayon 
de courbure, en chacun de ses points, le rayon de la sphère. Si le 
point est paraboliqu;;, auquel cas ■; ----- o, c'est-à-dire Rj -— rx ('), on 

aR = — ;-• 

cos"» 

Si nous nous reportons au n" 293, nous voyons que les for- 
mules (2) ci-dessus peuvent s'écrire, avec le choix particulier d'axes 
de coordonnées que nous avons fait, 






L'Analyse permet de faire le calcul des rayons de courbure prin- 
cipaux, en tout point de la surface rapportée à des axes de coordon- 
nées quelconques. Nous nous contenterons de rappeler ici le résul- 
tat de ce calcul : Si on pose, suivant l'habitude admise, 



£=''• 1^ 



Rij et R, soni les racines de l'équation en R 



(4) (rt-,r}K^-[{l + p^)i-^pqs + (i + ,jyyi+p^^f]li+{i^p^+qY-.:0. 

Remarque. — Si nous appelons R' le rayon de courbure de la 
section normale perpendiculaire à la première, nous n'aurons, pour 

calculer R', qu'à changer dans (3) 'f en i; -|- -y ce qui donne 



(') Ceci mouli'o ([Hcn chaque poinL il'un cûne les sections principales passent 
l'une par la génératrice, l'autre par la Uingente porpenilicnlairo à cette gÉnératrice. 
Dans le cas cln cyliinlre, cette secojid*; section principale n'est autre tjue la section 
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Ajouianl celte éqiialion à (3), membre à membre, on obtient 

1 - l-.l-i-i- 
[[ 'T' rt' n. ~ R.' 



résultat qui peut s'énoncer — si l'on se rappelle que la courbure est 
l'inverse du rayon de courbure (n" 278) — de la manière suivante ; 

La smnme des courbures de deux sections normales rectangu- 
laires est égale à la somme des courbures des deux sections 'prin- 
cipales. 

SOS. Discussion géomélriquc «le la roi'imilo (rFulcv. — La 

relation d'Euler peut s'écrire 

R^Ri (sin^ Y + cos^ ip) = RRi cos- ^ -)- &.li„ sin^ m, 
ou 

R(, — R " 



R, cotfç^ 



Lorsque R,, et R, sont positifs, 







Y 






^^-— ^ 






/ 




,A\ 


N^ 


r 


r\ 


:}i 




A', 


M 


1 — i 


V- ■J'^^ 'x 



pouvons toujours supposer R,, > R,. Du 
point M comme centre, avec 
R^ et R, pour rayons, décri- 
vons deux cercles dans le 
plan MXT {fig. 287). La 
trace MT d'un plan normal 
coupe ces cercles aux points 
T„ et T, . La tangente en T,, 
au premier cercle coupe MX 
au point S,,, et la tangente 
en T| au second coupe MY 
au point S,. Si la longueur 
MA est supposée égaie au 



rayon de coui'bure R de la section normale tangente à MT, on s 



I — R, - T,A = — AT, , Rq — R = AT,. 
La formule précédente devient donc 



Il,cotg^ = T,S,, R,tg^ = T(,So. 



ce qui prouve que le point A est sur la droite S^S,. De là, la construction du 
rayon de courbure H ('), 

(1) Cette construction peut être coiiBidérée covnme une Aiariante de celle qui a été obtenue,, 
mais de tout autre façon, par M. Mannheivn (Cours de Géométrie descipHve, 2» édition, 
p. 291). 
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Il suffit, d'ailleurs, de faire varier MT depuis MA, jusqu'en MA',, pour avoir 
les rayons de courbure de loutes les sections normales passant au point M. 

On voit que le lieu du point A est une courbe rappelant par sa forme une 
ellipse. Le rayon de courbure toujours compris entre R^ et R, a pour maxi- 
mum Rfl et pour minimum tV, . 

Nous avons, dans ce qui précède, tenu compte des signes. La construction 
que nous avons obtenue est donc absolument générale, pourvu que nous obser- 
vions le sens dans lequel il convient de porter les rayons vecteiirs. 




Si, par exemple, nous supposons R, négatif, la figure 287 devra être rem- 
placée par la figure 288, où nous supposons toujours qu'on fait varier cp de 
à TT. Les mêmes lettres conservent la même signification que précédemment ; 
nous avons en MA le rayon de courbure correspondant à l'angle tf. On voit 
que, pour la valeur de if choisie sur la figure 288, le rayon de courbure MA est 
de même signe que MA,,, c'est-à-dire que dans la section normale de trece MT 
la courbure est de même sens que dans ia section principale MX. 

La courbe, lieu de A, partant de A^ tangentiellement au cercle MA^ esi 
asymptote à la droite MU correspondant à la valeur i de ^, telle que 



H, lgi|. 



',[.= 



R. 



Elle passe ensuite à l'autre extrémité U' de cette asymptote pour devenir 
tangente enA^ au cercle MA,. Le reste de la courbe, correspondant aux valeurs 



de ij) comprises entre â ^t 7 
port à MY. 



est symétrique de la partie déjà tracée par rap- 
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On voit que, pour les seclions normales dont la trace est comprise dans un 
des angles UMX et VMX', leirayon de courbure, compris entre R,, et oo , est de 
même signe que Rj,. Pour les sections normales dont la trace est comprise dans 
l'angle UMV, le rayon de courbure, comprisentre R, et ce , est de même signe 
que R,. 

3f)0. Itultaehcnienl «les variulioiis de la courïiure à 
l'indicatrice. — Nous n'avons précédemment envisagé l'in- 
dicatrice que comme représentant les variations du sens de la cour- 
bure. Nous allons voir maintenant qu'elle peut permettre aussi de 
suivre les variations de la grandeur de la courbure, ou do son 
inverse, le rayon de courbure. 

Remarquons, en effet, que, eu égard aux formules (2) du n" 207, 
on peut écrire l'équation de l'indicatrice 

2tto^ 2R, " — 

Si donc on appelle p le rayon vecteur du point où la trace MT du 
plan normal considéré, qui fait l'angle » avec MX, coupe l'indica- 
trice, on a 



On trouve ainsi pour p deux valeurs, l'une réelle, l'autre imagi- 
naire ; cela devait être, attendu que tout diamètre réel dune des 
branches de l'indicatrice correspond à un diamètre imaginaire de 
l'autre branche. Nous ne conserverons que la valeur réelle, qui nous 
donnera dans tous les cas 

1 2 



(1) 2R =. ■/. 

Ainsi, /(' rai/on de courbure de toute section normale est propor- 
tionnel au carré du rayon vecteur déterminé dans l'indicatrice ^lar 
la tatigente à cette section au point considéré. 
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Il résulte de là qu'à toute propriété des rayons vecteurs d'une 
conique correspond une propriété des rayons de courbure d'une sur- 
face en un point. 

Prenons, par exemple, deux demi-diamètres conjugués ? et p' 
faisant entre eux l'angle -j.. Les tliéorèmes d'Apollonius nous 
donnent 

pï-fp'a — pjî + p?, 



en appelant ^^ et p, les demi-axes de l'indicatrice. La formule (1) 
nous permet de tirer de là les relalions 



(2) 
(3) 



R-f R'= li„ -I- R,, 
RR'siii^a = Rua,. 



qui lient les rayons de courbure des sections normales menées par 
deux diamètres conjugués de l'indicatrice. 

300. Hayon de courljure «lu conlour apparent «runc sur- 
face. — Pour faire connaitre immédiatement une application de ces formules, 




nous allons déterminer le rayon de coiirhore en un point du contoui- apparent 
d'une surface projetée orthogonalement sur un plan. 

Remarquons d'abord que, si le point m du contour apparent esl la projection 
du point M de la surface, le rayon de courbure du contour apparent en m n'est 
autre que le rayon de courbure de la section droite du cylindre projetant 
en M. 

Soient donc, en un point M de la courbe de contact de la surface et du 
cylindre projetant {/ig. 289), MX et MY les tangentes aux sections principales 
dont les rayons de courbure sont R,, et R, ; MG, la génér.Urice du cylindre pro- 
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jetant; MT, la tangente à In courbe de contact; MS, la tangente à la section 
droite du cylindre projetant, droîle perpendiculaire à MG en M. 

Ainsi que nous l'avons vu plus haut (renvoi du n" 297), les sections princi- 
pales du cylindre sont celles dont les traces sont MG et MS. 

Appelons Rt et fie les rayons de courbure en M des sections normales de la 
surface menées par MT el MG, r le rayon de courbure de la section droite MS 
du cylindre. Ctiacun de ces rayons vecteurs est, sur la figure 288, désigné 
entre crochets h côté de la trace de la section normale correspondante. 

D'après les conse'quences du théorème de Meusnier que nous avons signalées 
au n" 296, la section normale du cylindre menée par MT a aussi pour rayon 
de courbure Rt. Par suite, la formule d'Euler, appliquée au cylindre, donne, 
en appelant x l'angle TMG, 



(1) 



: Ht COS^ ( ï — - J = Rt SÎn^ C 



Hais les formules (2) et (3) du numéro précédent, appliquées à la surface, 
donennt ici, si l'on se rappelle {n" 295) que MT et MG sont deux diamètr 
conjugués de l'indicatrice, 

(2) Ri-f R(; = R(, 4- R,, 

(3) fii-Ro sin^ y.--. Rytl,. 
Do (1) et (3) on tire 



(4) 



que la foriiiitlc (2j permet de transformer en 



(S) 



R(, -h R, — Ht 



La formule (4) montre que, si Rq — co , r = o, c'est-^-dire que, si la généra- 
trice du cylindre projetant se confond en M avec une asymptote de l'indicatrice, 
le rayon de courbure r du contour apparent est nul. 

En d'autres termes, le point m est. alors un point de rebroussement sur la 
projection. 

Si nous appelons Y l'angle que fait MG avec MX, la relation d'Euler appliquée 
à la surface donne 



ïio ' fto 






R, 



et la formule (4) devient 

(C, r .-- U, cos^ Y+ R„ sin ^ y, 

ou, en appelant n l'angle de MS avec MX, 

(0 bis) r — Rp cos^ a + R| sin' n. 
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Cette dernière formule u, par une voie toute différei-ile, été obtenue par 
M, MaDii heim [') 

Dans le cas, dont nous parlerons plus loin (n" 313), où l'on a en cliaqiie 
point de la surface R,, + R, — o, les formules (4) et (5) deviennent 



Rs ^ - 



Ra' 



r RtC 



La formule (6 bis] conduit à une construction facile du rayon de 
en M du contour apparent de 
la surface sur un plan normal 
passant par MS qui fait avec MX 
l'angle a (fiff. 290). Cette for- 
mule peut, en efl'ef, s'écrire 



R,, 



Supposons porté le rayon r p,y^ 2'M. 

en HA sur MS, et menons par 

S[iet S, des perpendiculaires respectivement à il\ et MA,, perpendiculaires 
qui se coupent en H. Nous avons 




R^ _ ^ :^ ASj, r— R, -. S|.\, S, H -^ S,Sy cos a 
La formule précédente devient donc 



S„H — S„S| 



AS„ 8„H' 



ce qui prouve que le point A est le pied de la perpendiculaire abaissée de li 
sur S|So. 

Cette construction (^), comme celle du n° 298, est absolument générale, 
pourvu <iu'on ait égard aux signes, c'est-à-dire pourvu qu'on trace, dans le 
cas où R| est négatif, la demi-circonférence MA, au-dessous de MX et non au 
dessus comme sur la ligure 290. 

;ï01. Axes de courbure. Tliéor«'Miie de Sliirm. — La perpendi- 
culaire élevée à chaque section normale par son centre de courbure est l'axe 
de courbure de cette section. Par suite, l'axe de courbure de la section princi- 
pale faite par MZ^, qui est dit un aœa de courbure principal, se trouve dans le 
plan MZY, et réciproquement. 

(I) Cours de Géométrie desciiplive de l'École Polytechnique, 2" éd., p.32ii. 
(*) M. MaDaheim a Également obtenu, mais par une voie toute différente, une construction 
qui se ramène immédiatement à celle-ci (Cours de Géométrie descriptive, 2" Éd., p. 322). 
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Gosdeux axes de courbure principaux sont importanls à considérer en rai- 
son de la propriété que nous allons maintenant démontrer. 

La normale à la surface au point {x, )/, z) infiniment voisin du point M peut, 
aux infiniment petits du troisième ordre près, être remplacée par la normale 
au point M' du paralioloïfJc; osculateur 



|ui a même œ et même ,'/. 
La normale en ce point dont les équations sont 



a pour projection sur le plan de section principale MXZ la droite 



K„ - + Z = Ry J 



Cette droite coupe MZau point N|,{/î(/. 291) dont l'ordonnée ^(, est donnée par 




Si C„ est le centre de courijurc de la section 
normale contenue dans ZMX, on a MC^ = Rq. 
Si donc nous projetons la projection M'^ de M' 
sur HXZ en m' sur ÎMX, nous avons 



m'M\ 



-- s = G^N^,, 



it M'dNo est parallèle à m'oG» ('). 
" ' j,,j^ qyj Cela posé, cherchons la plus courte distance 

entre la normale en M' et l'axe de courbure de 
la section principale MXZ, parallèle à MY et projeté sur la figure 291 en Co- 
11 nous suffit pour cela de prendre la distance d'un point quelconque de cet 
axe, Cd par exemple, au plan mené par la normale parallèlement à cet axe, 
«'esl-à-dire parallèlement à MY. Ce pion, perpendiculaire à MXZ, a pour trace 
sur ce plan la droite M'^Ny. La plus courte distance cherchée est donc égale h 
la distance CoHu du point C,, à la droite M'oN^. On a pour cette distance 



C.Hn = G,,N,, cos N,,C„H,, 
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OU d'après h: lemnip, 

C„H„ - I. cosClmJi, 
c'est-à-dire, puisque Mm',, — x, el MCn = Itn- 

C„H. = -- 



Comme s est du deuxième ordre (ri° 293), *■ du premier, el que Rj, esl fini, 
«n déduit de là que CoHo est un infiniment petit du troisième ordre. De même 
pour le second axe principal de courbure. 

On peut donc dire, en négligeant les infiniment petits du troisième ordre, 
que la normale à la surface en tout poinl infiniment voisin de M rencontre les 
axes de courbure principaux relatifs à M. Ce ttiéorème esl dû à Sturm, 

Corollaire. — Si le point M' esl dans le plan MZX, la normale en M' rencon- 
trant en outre i,, qui est dans MZX, est tout entière dans MZX, et comme elle 
rencontre aussi A,, elle passe par G„. Âinpi, si l'élément MM' esl dans un des 
plans de section principale, la normale en M' (toujours en négligeant les infi- 
niment petits du troisième ordre) est tout entière d^ns ce plan et passe par le 
centre de courbure de la section qu'il contient. 

303. Angle de deux normales inlininicnl voisines. ~ Soit dv 
l'angle que la normale en M' fait avec la normale en M. On a, en vertu des 
équations de la normale, écrites au numéro précédent, 



Sï + iîi"' 

ou 

cos' do := r- — — ■ ■ ■ ;- :-- 

ou encore, en négligeant les infiniment petits du quatrième ordre auprès de 
ceux du second, 

2 j . I '1 /cos^ , si(i^\ 
cos^ d!) = 1 — ds' ( j-^ -\- ' v ï j' 

c'est-à-dirp 

s[n^dv-ds^(^^^ -^'-^'X 

l£n négligeant encore des infiniment petits du quatrième ordre, on a donc 
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Si le point M' esl sur une asymptote de l'indicati-ice, oq a 



et la formule précédente devient 

(2) ''.V- 



303. Déviation. Formulas do M. d. Itertraïul et d'Ossian 

Bonnet. — L'angle cl]/ que la normale M'Z' à la surface, au point M' infini- 

ment voisin de M, fait avec le plan 

normal MM'Z, est appelé la déviation 

le long de l'élément MM' {fig. 292) ('}. 

D'après le théorème de Sturm (n" 301) 
on peut considérer que la normale M'Z' 
rencontre en des points N,, et N, les 
axes de courbure principaux i,, et A, 
situés respectivement dans les plans 
MZY et MZX. 

Si M'û esl la projection de M' sur le 
plan MXZ, la projection de la normale 
M'N,No est la droite M'oNiG^, et nous 
avons par les triangles semblable? 
C„G:N, etC.OM' , 




C,N | 

OM,; " 



C.Go 



ou, puisque OM, c'esl-i 
deuxième ordre, 



-dire le 5 du point M', est un infiniment petit du 



OM' ne différant ^de l'arc MM' ou cU que d'un infiniment petit du troisième 
ordre, on tire de là 



Soit D| la projection du point M' sur le plan horizontal mené pari,. La trace 
du plan ZMM' snr ce plan horizontal est C,D, faisant avec i, l'angle a, et la 
projection de N, sur ce plan est un point H, de C^D,. 

{') Sur k figure 292, pour un observateur ayant les pieds en M et la tête en M', la nor- 
male, en passant de la position MZ à la position .AI'Z', s'incline de droite à gauche ; ici, 
par conséquent, l'angle '(■], doit f;tre considéré comme positif. 
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L'angle c?!)» étant celui que lu. normali! M'N, fait avec 
plan M'MZ n'est autre que l'angle H,\t'N|. On a donc, dan; 
en ne'gligeant les infiniment petits du troisième ordre, 



d^ = 



fl|N, 



a proJRcIion sur le 
le triangle H,M'N|, 



ou, puisque l'angle €|H|K, est droit, 



r/.^ = ^ 



L'angle H, M'D, étant iniiniment petil,elH,D,M' droit, M'Il, ne différa doM'D, 
que d'un infiniment petit du deuxième ordre. Mais M'D, ou OC, ne dill'ère lui- 
même de MG, ou R^ que d'un infiniment petit du deuxième ordre. 

On a donc 

,, C,N, si^jp 



ou, en remplaçant C|M, par si 

(1) rf.j, = 



leur obtenue plus haut, 

■ — 77- ) siuai C0S'J> ('s. 



C'est la formule tle M. J. Bertrand. On en déduit immédintement^que, si 

aj ^ o ou 9 ---■ ^i c'est-à-dire si l'élément MM' est <Ians l'un des plans MZX ou 

MZY, la déviation est nulle. On retrouve ainsi ie ^' ^ 

corollaire qui termine le n° 30L 

On voit aussi que, pour deux directions rec- 
tangulaires, c'est-à-dire telles que i[/' ^ i|i -[- 80", 
on a 

d'\/ -\- d'Y = o. 




On peut iloiincr d'autres expressions de la 
déviation. Projetons, par exemple, la figure 
sur un plan perpendiculaire à MM' (/?j/. 293). 
Nous pouvons, en négligeant les infiniment pe- , 

tits d'ordre supérieur, considérer les normales 
MZ el M'Z' à la surface, de même que les normales principales JIN 
la courbe gauche MM', comme perpendiculaires à MM', 

Nous voyons alors que l'angle ZMZ' n'est autre qaed']/. l'angle MMN 
des plans osculateurs NMM' et N'M'M d'e la courbe MM', c'est-à-dire son 



M' (m) 



' celui 
angle 
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de torsion t, (n" 276), enfin les angles ZMiS et Z'MN' ceux, o eL <■> -f f^w, que 
ies plans oscuîateurs NMM' et N'M'M font avec les normales MZ el M'Z' à la 
surface. 

Cela pos(^, on a 

7MZ' --- ZMN + NMN'— Z'MN', 

^■> = <■> + ■'! -{"' + '''"). 



Celle formule esl due à Ossian Bonnet. 

;504. Mesure de !a courbure d'une surface en un 
point. — Nous venons d'étudier la courbure des lignes tracées 
sur une snrface à partir d'un point. La question se pose de savoir 
si on peut définir pour la surface elle-même un élément jouant un 
rôle analogue à celui que joue la courbure telle qu'elle a été définie 
pour les courbes. 

Gauss, à qui la question s'était présentée, l'a résolue en se fondant 
sur l'analogie suivante ■. Si l'on se donne dans le plan d'une courbe 
plane un cercle de rayon égal à 1 , et que Ton mène par le centre de 
ce cercle des parallèles aux normales à la courbe, l'angle de deux 
de ces normales est mesuré par l'arc du cercle compris entre les 
rayons qui leur sont respectivement parallèles. 

Si donc .s'„ est l'arc du corde correspondant à l'arc infiniment 
petit s de la courbe, on a, pour la définition de la courbureG, 

G = iim ^- 

Prenons de même dans l'espace une sphère do rayon égal à i, 
et entourons un point M de la surface considérée d'un contour 
fermé G infiniment petit, limitant une calotte d'aire t; puis, menons par 
le centre de la sphère des parallèles aux normales à la surface le 
long du contour G. Nous obtenons ainsi un cône découpant sur la 
sphère une calotte infiniment petite d'aire T|,. Dès lors, par extension 
de la définition admise pour le cas d'nne courbe, nous appellerons 
courbwe totale de la surface au point M la quantité G, définie par 

C, =-- Lim ^■ 
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Résultai bien remarquable, l'Aaalyse prouve que G, s'exprime en 
fonction des rayons de courbure principaux par la formule (') 



De son côté, la célèbre mathématicienne Sopîiie Germain, se fon- 
dant sur ce que la somme des courbures de deux sections normales 
rectangulaires est constante en un point (n" 291, Remarque), a été 
amenée à prendre comme mesure de la courbure de la surface en ce 
point la moyenne constante de ces courbures, qu'elle a appelée la 
courbure moyenne de la surface en ce point. Représentant cette 
courbure moyenne par G,„, on a 



C„, 



2 VRo 



Les éléments G, et G,„ jouent un rôle important dans la théorie des 
surfaces. On peut remarquer toutefois que ni l'un ni l'autre, pris 
comme mesure de la courbure de la surface, ne répond exactement à 
l'idée qu'on attache ordinairement à ce mot de courbure. 

En effet, si l'un des rayons de courbure est infini en tout point de 
la surface (~), la courbure G, de la surface est nulle en tous ses points. 
Or, dans le langage courant, le plan seul sera dit dépourvu de cour- 
bure. 

De même, si, en chaque point de la surface, les rayons de cour- 
hure sont égaux et de signes contraires, la courbure G„ est nuUe. Or, 
toute section faite dans une telle surface par ses pians normaux pré- 
sente une courbure. Ici donc encore il y a une sorte de contradic- 
tion entre la définition mathématique et l'usage constant. 

En cherchant à écarter cette objection, M. Gasorati (^) a été amené 
à une autre définition. Ayant tracé autour du point M de la surface 
un cercle infiniment petit d'aire tr, il porte sur chaque rayon de ce 
cercle la longueur de l'arc du cercle de rayon 1 mesurant l'angle 
que la normale à la surface menée par l'extrémité de ce rayon fait 
avec la normale en M. Il appelle Yo l'aîre comprise dans le contou- 

{') ?Cous revip-niIi-ODK plus loin (ii° 307) sur eu poiul. 

(-] La sui'fôci! GsL alors une diSveloppabte. 

P) I.e mÉmoiro dfi Cet autour a paru dans les A.eta maihamaticn, I. XTV, p. 03. 
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infiniment petit ainsi conslruit et donne le nom de courbure à la 
quantité G,, définie par la relation 



C, == Lin 



Il a obtenu do cette quantité C^l'espressioii remarquable que voici 

Nous proposerions, d'après cela, de donner à C, le nom de cour- 
hure riioyertne quadratique. 

On voit que G, ne s'annule que lorsque R,, et R, sont tous deux 
infinis. Donc, si cette définition est admise, le plan est la seule sur- 
face ayant une courbure nulle en tous ses points. 

Remarquons, d'ailleurs, que les courbures G„ C„, et G,, sont liée., 
par la relation 



>^ '.i. — LIGNES TRACÉES SUR U>"!<; SURFACE 

30ô. Coui'Itui'c et lors-iou géodésiques. — Toutes les notions 
ausiiuellesnous nous sommes attacliés jusqu'ici n'ont d'autre but que, de faire 
connaître l'allure d'une surface dans le voisinage immédiat d'un point donné. 
Si l'on veut être renseigné sur l'atlure générale d'une surface, on se trouve 
amené à envisager certaines courbes jouissant de propriété.s spéciales sur toule 

son étendue. Avant de passer h l'élude de quelques-unea de ces courbes, 
nous allons définir deux éléments infinitésimaux relatifs aux courbes 
tracées sur une surface, mais liés à celte surface. 

Nous avons vu (n" 296) que, fi R est le rayon de courbure au point M d'une 

courbe Iracée sur la surface et dont le plan osculateur en M fait l'angle tu avec 

la normale ii la surface, la quantilé 



■est égale à la courbure de ta section faite dans ta surface par le plan normnl 
mené par la tangente en M à la courbe considérée. On dit, pour celte raison, 
que G„ est la courbure normale de celle courbe. 
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De même, la ciLioiitité Ck, définie par 



est dite sa courbure géodésique. Le Ihèorème de Meusnier permcl de voir imme- 
dialemetil que Cu n'est aulre que la courbure en M delaprojecliondelacourbe 
sur le planlaogenl à la surface. 

Nous avons appelé rf| (u" 303) l'angle que le plan normal à la surface, tant 
gent à la courbe MM' en M', fuit avec la normale en M à la surface. Représen- 
tant par ds la différentielle de l'arc MM', on appelle torsion géodésique lit 
quantité Çj définie par 



La formule de M. Bertrand [n° 303, form. il)] donne 



Kïï;-k)^'"'^'='^''p- 



Cette formule montre qne la lorsion géodésique est la même en un point 
d'une surface ^our toutes les courbes de cette surface qui ont même langenie 
en ce point el, en outre, que pour deux directions rectangulaires on a 

(-i) e„ + F', ^ 0. 

La formule d'Ossian Bonnet [n" 303, form. (2)] donne de même 



en représentant par S la torsion propre de la courbe. 

306. Liynes de courbure. — Monge a eu l'idée de con- 
sidérer sur toute surface les lignes qui indiquent en chacun de leurs 
points la direction de' la courbure normale maximum ou miuimum 
de la surface, et il leur a donné le nom de lignes de courbure. 
D'après ce que nous avons vu au n" 299, une telle ligne sera, en 
chacun de ses points, tangente à un axe de l'indicatrice correspon- 
dante. 

En chaque point de la surface passent donc deux lignes de cour- 
bure se coupant à angle droit. En d'autres termes, les lignes de 
courbure forment sur la surface un réseau orthogonal. Si, en tous 
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ses points, la surface n'a que des courbures de même sens, on voit 
que les lignes de courbure de l'un des systèmes, tangentes aux grands 
axes des indicatrices, donnent les directions des plus petites cour- 
bures normales de la surface; les autres donnent celles des plus 
grandes courbures. 

En un ombilic, l'indicatrice étant un cercle, tous ses diamètres 
sont des axes, et, par suite, chacun d'eux est tangent à une ligne de 
courbure. Les ombilics sont donc des centres de rayonnement pour 
le réseau des lignes de courbure- 
Sur la sphère, tout point étant un ombilic, il en résulte qu'une 
courbe quelconque tracée sur une sphère est une ligne de courbure 
de cette surface. 

Le corollaire du théorème de Sturm, donné à la ftn du n*' 301, 
montre que deux normales infiniment voisines à une ligne de cour- 
bure se rencontrent, aux iniiniment petits du troisième ordre près ; en 
d'autres termes, les normales à une surface le long d'une de ses 
lignes de cotirhure sont tangentes à une même courbe gauche {'). 
L'Analyse permet de voir que les lignes de courbures sont les seules 
lignes tracées sur la surface qui jouissent de cette propriété ; aussi 
sert-elle parfois à les définir. 

Si l'on pose, suivant l'usage, j' = P-, t~ ~-^= <}■ les lignes de 

courbure sont caractérisées par l'équation 



dp dq O --- (I. 

1 dx dy dz \ 

La formule (3) du n" 305 montre qu'en tout point d'une ligne de 
courbure la torsion géodésique est nulle. 

307. Usage des lignes de courbure poui- le calcul «le la 
courbure totale de la surface. ^ Sur les lignes de courbure passaol 
au point M de la surface, predons les arcs infiniment petits ds^ = MM„ et 
ds^ = MM,, et traçons par le point M,, la ligne de courbure de même système 
que MM,, par M, la ligne de courbure de même système que MM„ ; nous obte- 
nons ainsi un rectangle élémentaire MMDM'M,,dont l'aire s est donnée par 

1 = dsg.dSf. 

Or, d'après le corollaire du théorème de Sturm (o" 301), on a, en appelant ej 

{') Ce pasKaije sera précisû plus loin (ii° ^00). 
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el e, les angles que les normales en M^ et M, font avec la normale en M, 

dsg = Uj,.e„, ds, — K,.£,, 

Donc 

a = K^H, £(,£,. 

Les rayons parallèles aux normales en M, M,,, M,. M' découpent sur la 
sphère de rayon 1 un rectangle clcmentairc dont les câtés sont S(,, e, et, par 
suite, dont l'aire a^ est donnée par 



Il vient donc pour la courbure lolale C, telle qu'elle est définie par Gauss 



308. Théorèmes de Diipin sut' les lignes (le com'biire. — 

Reprenons la formule d'Ossian Bonnet [n" 305, form. (3)J. 



et supposons que par la courbe (racée sur k surface S nous fassions passer 
une seconde surface S'. Nous aurons pour la même courbe considérée comme 
appartenant à cette surface S' 



en appelant V l'angle sous lequel se coupent les deux surfaces au point con- 
sidéré. 



surfaces se coupent sous un angle constant, on a IS^ = E',. Si donc C, = o tout 
le long de la courbe, c'est-à-dire si la courbe d'intersection est une ligne de 
courbure de la surface S (n" 306, dernier alinéa), on a aussi S'j = o tout le long 
de cette courbe. Donc : 

Si deucc surfaces S et S' se coupent suivant une courbe G soms un angle cons- 
tant et si C est une ligne de courbure de S, elle est aussi une ligne de cour- 
bure de?,' . 

Ce théorème montre, en particulier, que les intersections d'un cône quel- 
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conque par les sphères qui ont pour centre le sommet de ce cône sonl des 
lignes de courbure de celui-ci, puisque d'une part chaque sphère coupe ortho- 
gonalemenl le cône tout le long de leur courbe d'intersection et que d'autre 
part toute courbe tracée sur la sphère en est une ligne de courbure (n° 306). 
I.e second système des Ugnes de courbure est formé par les génératrices. Le 
premier système, dans le ctts du cylindre, se réduit aux sections droites de ce 
cylindre, 

La formule précédente montre aussi que si on a à la fois E, ^ o et îr', ~ o, 
il en résulte nécessairement dV '^= o. C'est-à-dire que si la courbe d'intersection 
de deux sur faces est une ligne de courbure pour chacune d'elles, ces surfaces se 
coupent le long de celte courbe sous un angle constant. 

Ces théorèmes sont de Dupin, mais le plus important de ceux auxquels le 
nom de cet illustre géomètre soit resté attaché, dans cet ordre d'idées, est 
celui que nous allons maintenant démontrer. 

Si trois systèmes de surfaces (S), {S'), (S") sont tels que deux surfaces prises 
d'une manière queSconque dans deux systèmes différents se coupent tout le 
long de leur courbe d'intersection sous un angle droit, on dit que leur ensemble 
constitue un système triple orthogonal. 

Prenons trois surfaces quelconques S, S' et S" dans ces trois systèmes. Appe- 
lons C riotersection de S et S', C celte de S" et S, C celle de S' et S". JNous 
représenterons en outre par 

%, la torsion géodésique de la courbe C prise sur la surface S' 



Puisque les surfaces se coupent deux à deux en tout point de leur intersec- 
tion sous un angle droit, la formule ci-dessus donne 

(1) t\' — S,,- =. o, 6's" — S'j =-■ 0, S% — G",/ ---r-. o. 

En outre, les courbes C, G et C" étant deux à deux orthogonales, la for- 
mule (4) du n" 304 donne 

(2) V + G',/ --- 0, S',; -î- S"„ — o, 6'V + Efy' — 0. 

Tirant ffg,*:'^ et C"-,, des équations (J) pour les porter dans les équations (2 
on a 

(3) s„. + sv =-0, !î-,-:,+ e; = o, r„ + c,/ .-= o. 

Additionnant ces trois dernières équations meml)re à memijre, on a 

e,- + !s',- + E-, = 
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i| en rutranchynt de celte d(:rni(ir(! chacune des équations iji) 



Donc aussi, d'après les éqLialions (I), 

e'V ~ o. S;," —. «, e',/ = 0- 

Ces six dernières égaillés montrent que cliacunedes courbes C, C, G" est une 
ligne de courbure de chacune des surfaces S, S', S' sur lesquelles elle se 
trouve. De là, le théorème de Dupin : 

Les surfaces d'un système triple orthogonal se coupent d'un système simple à 
un autre suioont leurs lignes de courbure. 

Applications aux quadriques. — On sait que toutes les surfaces du second 
ordre, ou quadriques, qui ont pour foyers les six mêmes points, c'est-à-dire qui 
sont ftomo/bcfl^es, se partagent en trois systèmes simples composés: l'on d'ellip- 
soïdes, le second d'hyperboloïdes à une nappe, le troisième d'hyperboloïdes à 
deux nappes, et que de l'un à l'autre de ces systèmes deux surfaces quel- 
conques se coupent à angle droit tout le long de leur courbe d'intersection. 
L'ensemble de ces trois systèmes de quadriques homofocales forme donc un 
système triple orthogonal. Par suite, le théorème ci-dessus lui est applicable. 
Delà un moyen d'obtenir les lignée de courbure d'une quadrique à centre. On 
voit, par exemple, que toutes les lignes de courbure d'un même système d'an 
ellipsoïde sont données par ses intersections avec les hyperboloïdes â une 
nappe qui lui sont homofocaux, celles de l'autre système par ses intersections 
avec lei hyperboloïdes à deux nappes qui lui sont homofocaus. 

309. Lignes asymploliqucs. — Nous avons vu, à propos 
des courbes gauches (a" 273), que le plan osculateur en un point 
d'une telle courbe est celui qui a, en ce point, avec la courbe le 
contact le plus intime. Or, il est en chaque point d'une surface un 
plan qui se lie aussi à elle plus étroilement que tout autre (à savoir 
le plan tangent). Il est donc tout naturel d'envisager, parmi les 
lignes tracées sur une surface, celle dont le plan, osculateur en 
chaque point est tangent à celte surface. 

Toute ligne tracée sur une surface est, en chacun de ses points M, 
tangente à l'intersection de la surface par son plan osculateur. Or, 
ici, ce plan osculateur est tangent à la surface en M; la section qu'il 
fait dans la surface est, par suite, tangente en M aux asymptotes 
de l'indicatrice [n" 293, Rem. fmale). On voit donc que les lignes 
qui nous occupent sont, en chacun de leurs points, tangentes à une 
des asymptotes de l'indicatrice correspondante. De là, le nom de 
lignes asymptotiques qui a été proposé pour elles par Dnpin. 



y Google 



'iU CHAPITRE VII. SURFACES EN GÉNÉRAL 

D'après cola, on voit que par chaque point de la surface passent 
deux lignes asymptotiques tangentes chacune à une des asymptotes 
de l'indicatrice. Aux points paraboliques elles sont donc tangentes 
entre elles. En chacun de leurs points l'équation 

rdtx^ 4" '^'idxdy -\- tdy^ —- o 



sera satisfaite. 



'ixi^y i^ 



Il y a lieu de remarquer que, dans le cas des ligues asymptotiques, l'appli- 
cation du théorème de Meusnier pour la recherche de la courbure devient 
illusoire, attendu qu'ici le rayon de courbure de la section normale étant infini 

et l'angle du 'plan osculaleur avec cette normale égal à ^i l'expressi^in du 

rayon de courbure donnée par le théorème de Meusnier se présente sous la 
Torme o X =o- Mais on doit à M. Beitrami ce heau théorème : 
Le rayon de courbure en un point d'une ligne asymptotique est égal ause 

^ du rayon de courbure de la branche de l'intersection de la surface par son 

plan tangent en ce point, qui lui est tangente. 

Remarquons maintenant que la courbure normale - „ de la ligne asynipto- 

tique est nulle en tous ses points, et sa courbure géodésique - ■ égale à sa 

courbure propre, puisque ui ;= o. 

D'autre part, puisque (o ^ ^t on a — ^= o ; par suite, la formule d'Ossian 

Bonnet jn" 30o, form. (S)] donne E» = S. La torsion géodésique delà ligne 
asymptoiique est égale à sa torsion propre. 

Calculons cette torsion par la formule de M, Bertrand [n" 30S, form. (3)J. 
Nous avons 



\ R<J<, / 



Or, puisque la direction de la tangente est celle d'une asymptote de l'indi- 
catrice, on a[') 



(') Voir la roi'iiiB de l'équation ilc l'indicitriKc dûnr 
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OU 

■ 3 _ K n— R , ,, _ R„ — R, ^ 

Par suite 

(RoR()^ (tto— I<-i)^ ~ Rfllli' 
ou, en faisant intervenir la courbure totale G; (n" 304), 

G^ + C, = o. 

Ainsi, en chaque point d'une ligne asymptolique le carré de la torsion et la 
courbure totale de la surface en ce point ont une somme nulle. Celte remarque 
est due à M. Enneper. 

310. Lignes conjuguées. — lilii chaque point d'une surface les ton 
gentes aux deux lignes de courbure sont les axes de l'indicatrice, c'est-à-dire 
des diamètres conjugués de celle courbe, la tangente à chaque ligne asympto- 
tique est une asymptote de l'indicatrice, c'est-à-dire qu'elle est sa propre con- 
juguée. 

Il est donc tout naturel de considérer plus généralement les réseaux formés 
par deux systèmes de courbes tels qu'en chaque point les tangentes aux 
courbes de l'un et l'autre systèmes soient deux diamètres conjugués de l'indica- 
trice. 

Nous nous contenterons ici d'indiquer une remarque de M. Kœoigs qui per- 
met de construire géométriquement sur une surface autant de réseaux conju- 
gués que l'on veut. 

Par une droite quelconque D menons une série de plans sécants P, qui 
déterminent sur la surface S des courbes p ; circonscrivons, en outre, à S des 
c6nes G ayant leur sommet A sur la droite D et touchant S suivant des 
courbes c. L'ensemble des courbes c et p constitue un réseau conjugué de la 
surface S, 

Prenons, en eflet, en un point M de la surface S, la tangente à la courbe p 
passant en ce point; cette tangente étant dans le plan P rencontre en un 
point A la droite D contenue dans ce plan. Passant par le point A et étant tan- 
gente à la surface S, elle appartient au cône G de sommet A. Donc, d'après le 
théorème de Dupin (n" 294), elle est conjuguée, par rapport à l'indicatrice du 
point M, de la tangente à la courbe c en ce point. 

311. ÏÂgnes j)éocïési(|ucs. — Après avoir considéré 
(n" 309) les courbes dont le plan osculateur est tangent à la surface, 
on est tout naturellement conduit à envisager celles dont le plan 
oscillateur est normal à la surface, c'est-à-dire dont, en chaque 
point, la courbure est la même que celle de la section normale de 
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même tangente. Il passe évidemment une infinilé de telles courbes 

en chaque point. Elles ont reçu le nom de lignes, géodésiques. 

D'après la définition même de la ligne géodésique, sa courbure 

normale es! égale à sa courbure propre. La courbure géodé- 

sin (0 ,, . . 1- 1 ■ - 

sique-' n est nulle, puisque w ^^ o. Autrement dit, la projection 

de ia ligne géodésique sur son plan tangent présente une inflexion, 
ce qui est conforme à ce que nous avons vu à la fin du n" 280, car, 
la normale principale à la géodésique se confondant avec la normale 
à la surface, le plan tangent à la surface se confond avec le plan 
rectifiant de la géodésique. On déduit de là qu'un triangle infini- 
ment petit formé par trois arcs de géodésiques se confond sensible- 
ment avec un triangle plan. 

Enfin, puisque — =:o, la formule cl'Ossian Bonnet [n°30o, form. (5)] montre 

que la torsion propre dé la géodésique est égale à sa torsion géodésique. C'est 
môme delà que vient le nom de ce dernier élément. Nous avons vu, en effet, 
qu'il est le même autour d'un point pour toutes les courbes qui ont même 
tangente en ce point [n" 303, form. (3)]. On peut donc dire qu'en ctiacun de ses 
poinis la torsion géodésique d'une courbe tracée sur une surface est la torsion 
de la géodésique qui lui est tangente en ce point. 

312. Les fjéoclésiqiies considérées comme liftiies de 
longueur iniiiimum. — La considération des géodésiques 
puise une importance particulière dans le fait que ces courbes jouent 
sur la surface à laquelle elles se rapportent le même rôle que les 
droites sur le plan. 

Supposons, en elfel, qu'une courbe constitue sur la surface le 
plus court chemin entre deux quelconques de ses points et prenons 
sur cette courbe deux points infiniment voisins M et M', La cour- 
bure de ia courbe en M est la même que celle de la section faite 
dans la surface par son plan osculateur. Si donc nous coupons la 
surface par une série de plans passant par la corde MM', celui de 
ces plans qui sera osculateur à la courbe cherchée sera celui pour 
lequel l'arc MM' de la section faite dans ia surface sera minimum. 

Posons MM ^^ dl, arc MM' = ds et appelons R le rayon de 
courbure de la section plane considérée, s l'angle que font entre 
elles les normales à cette section en M et en M'. Nous avons 

<k T7. It.e, 
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Entre ces équations éliminons s ; il vient 



La dift'ércncG entre ds et dl, égale à ôjn^' étant du 3'"'"^ ordre^ 
celle entre (2v- et dP est du 5'°"" ('). On pevii donc écrire 



d'où : 



^'' = ^^*--24R»' 



ds = dl -\- 



2-iR2 



Ainsi, pour la même corde dl, l'arc ds sera miniraura rjnand R 
sera maximum, c'est-à-dire, d'après le théorème de Meusnier, quand 
le plan de la section sera normal à la surface. 

Donc, la courbe considérée est telle que le plan osculateur en 
chacun de ses points est normal à la surface ; c'est , par suite, une 



L'analogie qui résulte de là entre les géodésiques d'une surface et les: droites 
d'un plan se poarsuît dans un grand nombre de propriétés. En voici quelques 
exemples simples; 

I. — Si sur chacune des géodésiques issues d'un point on porte des arcs 
égaux, le lieu, des extrémités de ces arcs est une courbe normale à toutes ces- 



Soient, en efTet, MP' et MP" deux ares égaux pris sur 
des géodésiques infiniment voisines issuesde M {/îff. 294). 
Nous allons faire voir que les angles sous lesquels ces 
arcs coupent l'arc P'P" sont droits. S'il n'en était pas 
ainsi, l'on d'eus P' serait aigu. Dès lors, en menant P"Q Pk'. 2W. 

tel que P'P"Q > P'P'Q, nous aurions dins le triangle infiniment petit P"P'Q, 
assimilable à un triangle plan, 



[*) On peut écrire, mi eiïet, ds'' — dP = [tb — dl) (tM + ds.dl -|- dl^) ; et, Uans h 
second mombrn, le. premier facteur esL <lii 'J'"'"' l'I li' srcihuI du ^i^uif. 
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OU UQ -j- OP"<MQ + QP'. 

Or, MQ + QP' = MF — MP", par constniclion. Oa aurait i^onc 

MQ +QP"< MP", 

inégalité contraire à Pliypotlièsc, attendu <jiie MP" étant un arc de géodésique 
est, sur la surface, le plus court chemin entre M et P". 

Ainsi, l'élément P'P" est nécessairement normal en P' et en P" aux arcs MP' 
et MP". La propriété s'étend à toute la courbe lieu des extrémités des arcs 
géodésiques issus de M égaux entre eux, courbe que, pour cette raison, nous 
appellerons une circonférence géodésique ('). 

II. — Si sur chacune des géodêsiques normales à une courbe quelconque Ira- 
céesur la surface on porte des arcs égaitso, le lieu des etelré- 
misés de ces arcs est une courbe normale à toute» ces géo- 
dêsiques. 
Soient, nieoés par les points M et M' infiniment voisins 
-'(p) sur la courbe (M) ifig. 295), les arcs de géodêsiques égaux 
MP et M'P', et soit (P) la courbe lieu du point P. Tirons 
"' ■"■ l'arc M'P. 

D'après le théorème précédent, le lieu des extrémités des arcs de géodêsiques 
issus de P et égaux à PM est une courbe tangente en M à (M). Si donc M, est 
le point où ce lieu coupe normalement PM', la diiïérence M, M' ^ PM' — PM, 
est du deuxième ordre ; par suite, la différence PM' — PM, ou M'P — M'P', qui 
lui est égale, est aussi du deuxième ordre. 11 résulte de là que la courbe (P) eft. 
tangente en P' au lieu des exirémités des arcs de géodêsiques issus de M' et 
égaux M'P' ; ellejest donc normale en P' à M'P'. 

Par extension delà définition donnée dans le cas du plan, on dit que les 
courbes (M) et (P) sont parallèles sur la surface. 

Remarque. — Un fil astreint à s'appliquer sut- une surface et 
tendu entre deux points de cette surface donne la plus courte dis- 
tance entre ces poinls sur cette surface. II dessine donc une ligne 
géodésique de la surface. 

313. Définition «les coordonnées cni*vîlia;iios. — De même que, 
pour l'étude des figures tracées sur un plan, on emploie des systèmes de coor- 
données qui n'empruntent aucun élément extérieur au plan, il semble ration- 
nel, pour étudier les lignes tracées sur une surface, d'avoir recours h des sys- 
tèmes de coordonnées liés uniquement à cette surface. Voici comment la notion 

{!) Dans ses belles iejf'iw sur la Théorie aénérale des stiifaces (t. III, p. 131), M. Daiboux 
appelle cercles géodêsiques les lignes tracées sur la surface qui ont une courbure géodé- 
sique constante. Ces courbes dillèrent de celles que nous considérons ici. C'est pourquoi 
nous adoptons pour celles-ci le nom de circonférences^ hien que ce soit à elles que la plu- 
part des auteurs appliquent le terme de cercles géodêsiques. 
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de ces coordonnées nouvRlles, diles coordonnées curviligneii, a été introduite 
dans la théorie par Lamé : 

Les coordonnées de tout point de la aiii-facc; S dont l'équation est 



peuvent s'exprimer en fonctio 
telles que 



n de deux paramètres u %\, v par des équations 



(2) 9, [x, u, V] -._ 0, ,, Cv, w, v] -^ o, -., {z, u, v\ ---. o. 

Il suffit, en effet, que l'élimination de m et » entre ces deux équations repro- 
duise la précédente. On peut également, en éliminant successivement l'un des 
paramètres m et» entre deux de ces équations, former les suivantes 

(S) /-, ix, y. w) = 0, 

A (T, ^, V) ^. o. 

On voit ainsi qu'à chaque valeur de m ou de u correspond sur la surface S 
une courbe donnée par son intersection respectivement avec la surface /", = o, 
ou avec la surface /■, = o. Par chaque point M de la surface passera une 
courbe (m) et une courbe (u), et les valeurs de ces paramètres pourront servir 
k définir la position de ce point M sur la surface. Ce sont ces paramètres qui 
seront dits les coordonnées curvilignes du point M. 

Remarquons que, l'équation (1) étant donnée, on peut prendre arbitraire- 
ment deux quelconques des trois équations (2). La troisième résulte alors de 
l'élimination de a-, et y entre ces deux équations et {!). On peut donc faire 
variera volonté le réseau des courbes (m) et («) sur la surface. 

L'application de tels systèmes de coordonnées à l'étude des courbes tracées 
sur une surface est des plus fécondes. D'abord entreprise par Lamé, elle a été 
poursuivie par nombre de géomètres, parmi lesquels il convient de ciler Liou- 
ville, Ossian Bonnet, Ribaucour, M. Darboux, etc 

Nous nous bornerons à la seule remarque qui suit. 

314. l^lôuient linéaire d'une surface.— Si on exprime au moyen 
des coordonnées m et u la distance ds de deux points infiniment voisins [u, v) 
et (m -|- dit, V -\- rfî?) de la surface, distance dite Vélémeni linéaire de la sur- 
face, on trouve bien aisément 



ds^ = kdu^ + l^diidv -\- Grfjj', 



" ~ Ju J» "'"Su Si) "t" 3a Ji 

-(ir+g)'+(i)' 
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On voit, en outre, que 

7^ ijl ij '1^ ^ ^ 

sont Jes cosinus directeurs des tangentes aux courbes (v) et (u). Si donc ces 
courbes forment sur la surface un résean orthogonal, on a B -- o, et l'expres- 
sion de l'êlénient linéaire devient 

d»^ = Adu'^ + O'y- 

Gauss a démontré ce théorème très important que la courbure loUde peut 
s'exprimer un fonclion de A, B, C seulement el, par suite, qu'elle est la même 
aux points oit A, B, G, ont les mêmes valeurs. 

Divers géomètres ont étudié les lignes le long desquelles la courbure totale 
«st constante ('). Mais il est surtout intéressant de rechercher les surfaces pour 
lesquelles cette courbure est la même en tous les points. La détermination de 
ces surfaces peut, comme l'a fait voir Ossian Bonnet, se ramener à celle des 
surfaces pour lesquelles la courbure moyenne est constante en tous les point?. 

Les surfaces à courbure totale nulle en tous les points seront étudiées plus 
loin en détail (Chap. viii, § 3). 

Nous allons, dans le numéro suivant, donner quelques notions succinctes 
sur les surfaces à courbure moyenne nulle en tous les points. 

315. Surfaces miiliiua. — Parmi toutes les surfaces qu'on peut faire 
passer par un contour gauche donné, il en est une dont l'étendue est minima. 
Une telle surface est dite surface minima, ou, suivant la terminologie de 
Ribaucour, un élassoïde. 

Le physicien Plateau a fait voir qu'on pouvait réaliser une telle surface en 
plongeant dans un liquide glycérique le contour, construit matériellement au 
moyen de fils métalliques fins et rigides. La membrane mince, formée de molé- 
cules de ce liquide, qui adhère au contour lorsqu'on le retire, est une surface 
minima. 

Lagrange, le premier, en 1760, s'est occupé de ce problème, dont il a donné 
les équations différentielles. 

Meusnier, en 1776, a entrepris sur le même sujet d'importantes recherches; 
il a fait voir qu'une surface minima est caractérisée, au point de vue géomé- 
trique, par ce fait c\\\en chacun de ses points ses râpons de courbure princi- 
paux sont égaux et de signes contraires, d'oit résulte que la courbure moyenne 
[n" 303) est nulle. 

Autrement dil, en tout point <^une surface minima, l'indicatrice se compose 
de deux hyp&rholes équilatères cor>juguées. 

(1) Suc reOipaoîde thauiine de ces courbes est le lieu des points de uoatact des plans tan- 
gents à la surface qui sont en mêjue temps tangents à une sphère concentrique à cet ellip- 
soïde. Une leUe courhe n'est .luti'e qn'une polliodie de Poiusot. courhe qui s'est présentée 
à. ce géomètre dans la question du mouvement d'un solide autour d'un point fiss. 
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Nous voyons clone (jue, sur crs surfaces, les lignes asymptoliques forment un 
réseau orthogonal. 

Meusnier, en se fondant sur sa belle proposition, a fait connaître deux sur- 
faces minima : la surface de ins à filet carré, dont il sera question plus loin 
(n"' 334-357) el Valysséide ou calênoîde, surface de révolution dont les méri- 
diens sont des chaînettes ayant pour base l'ase de la surface. Fait bien digne 
de remarque, on a reconnu depuis lors que la première de ces surfaces est la 
seule des surfaces réglées (Catalan, 1846) et la seconde la seule des surfaces de 
révolution qui soient minima. 

La première tentative d'intégration du problème est due à Monge (1784), qui 
ne parvint malheureusement pas à dégager le résultat des imaginaires qui s'y 
étaient introduits. Sa découverte n'en doit pas moins être tenue pour fonda- 
mentale dans cet ordre de recherches. 

D'autres méthodes, préférables à certains égards, furent proposées par 
Legendre (1787) et par Ampère (1820). La méthode de Legendre a été perfec- 
tionnée, en 1844, par lîjôrling, qui en a dédoit d'importantes conséquences. 
ScherU, en 1834, parvenait pour la première fois à tirer de l'intégrale de 
Monge des exemples de surfaces minima réelles. En 1853, Catalan faisait 
connaître une autre transformation de l'intégrale de Monge, destinée à en éli- 
miner les imaginaires, et s'en servait pour déterminer, en nombre illimité, des 
surfaces minima algébriques. Mais c'est M. Weierstrass qui, en 1866, est par- 
venu k mettre l'intégrale de Monge sous ia forme la plus com mode pour les appli- 
cations ; il a pu ainsi obtenir toutes les surfaces minima réelles et algébriques. 
Entre temps, Ossian Bonnet (1823), par l'emploi de coordonnées nouvelles 
dont il était l'inventeur, avait constitué pour l'étude des surfaces minima une 
méthode d'une extrême fécondité qui lui avait permis notammeni, dès cette 
époque, de faire connaître toutes les surfaces minima réelies et un nombre illi- 
mité de surfaces minima algébriques. 

Enfin, dans un Mémoire, l'un des pins be:tux qui soient sortis de la plume 
de cet illustre géomètre, Ribaucour a donné une méthode extrêmement origi- 
nale qui lui a permis d'étendre considérablement cette importanle théorie. 
Celte méthode l'a notamment conduit à la découverte de toutes les surfaces 
minima algébriques, réelles ou imaginaires. 

Parmi les mathématiciens dont les travaux ont le plus contribué à faire pro- 
gresser cette branche si difficile de la science, il faut encore citer Bour, Bel- 
lrami,M. Schwarz,enBnM.Darbous, qui, dans le livre III de ses magistrales 
Leçons sur la Théorie générale des surfaces, a donné l'exposé le plus complet 
et le mieux coordonné qui existe de la théorie des surfaces minima. 

3l(î. Coi'i'espoiulHiice tle deux surfaces point isav poîiil. 
Siivl'iii'-cs sipplietihlcs. — Supposons les points d'une surface S dofinis 
en fonction des coordonnées u et v, ceux d'une surface S' définis en fonction 
des coordonnées u' p,t v' . Si on suppose ces coordonnées liées entre elles pur 
deux équations telles i(ue 

F, (..,», „■,.') = 0, F. („, p, „',»■) = .,, 
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on pOLirra, étanl données les coordonnées u, v d'an point M de la première sur- 
face, en déduire les coordonnées u', v' d'un point M' de la seconde, et récipro- 
quement. On dit alorsque lessurfaces S et S' se correspondent point par point. 
Considérons les expressions des éléments linéaires des deux surfaces 

ds^ = Xdu^ + Wéndo + Crf^)^ 
ds'^ = P^du'^ -)- 'iS'du'dv'- -)- Cdv'-. 

Nous pourrons, en nous servant des équations de liaison, exprimer 
A', B', C du' et dv' en fonction de m, w, du, dv, et écrire l'expression de rfs'^ 
sous la forme 

ds'-^ = A|dM^ 4- 'in,dudv -f C^dv^-, 

A,, B,, C, étant des fonctions de « et u comme A, B, C, 
Supposons les équations de liaison telles que l'on ait identiquement 

A, =A, B, =B, C, =C. 

On voit alors que, quels que soient m et v, on aura 



Cela veut dire que, quel que soit le point M, infiniment voisin de M, pris sur 
la surface S, le point M', correspondant à M, sur S' sera à une distance de M' 
correspondant à M, comptée sur la courbe M,M',, égale à la distance MM' 
comptée sur la courbe MM'. 
f^ y En d'autres termes, tout élémeni linéaire pris 

sur la surface S a pour correspondant sur la sur- 
face S' un élément linéaire égal. 

Passanl de ces éléments infiniment petits aux 
arcs finis, on voit que la propriété subsiste : Deux 
arcs de courbe correspondants sur les surfaces S 
et S' sont égaux. 

11 résulte immédiatement de là que les géadé- 
siques de S ont pour correspondantes sur S' les 
géodésiques de celles-ci ('), et aussi qu'à une cir- 
conférence géodésique de S correspond sur S' une 
circonférence géodésique de même rayon. 
!nt M et M' deux points correspondants sur les surfaces S et S'. 
De chacun de ces pointa comme centres avec des rayons géodésiques égaux 
décrivons respectivement sur S et sur S' les cire o nié rences C et C (/îi/ 2%) A 
l'intérieur des circonférences GetC nous pouvons décrire un nombre infiniment 




Ceci p 



C) On a m6me cette propoaicion beaucoup plus gi^nérale ; Aux points car eipondanti • 
deux courber correspondantes la courbure géodésique est la même ( Dardoux TIu.oi 
génémledea Surfaces, t. il, p. 402), Le cas des lignes géodésiques est celui oVi cetle inuibu 
est constamment nulle. 
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grand de circonférences concentriques C,,C2,.-., C„ d'une part, C',, C'i,..,, C'„ 
de l'autre, dont les rayons diffèrent de quantités infiniment petites, ces rayons 
étant d'ailleurs égaux d'une surface à l'autre pour des indices correspondants. 
Aiagéodé3iqueMP,Pï...P„P orthogonale aux circonférencesG,,Ca,...,CB,C, 
correspond la géodésique M'P',P'ï, ..., P'„P' ortliogonale aux circonférences 
G',, G'2, ..., C'„, C'. De même, à la géodésique MQ,.,....Q infiniment voisine de 

MP^ P correspondra la géodésique M'Q', Q' inllniment voisine de 

M'P'i F', et, d'après la propriété fondamentale de la transformation consi- 
dérée, il y aura égalité respectivement entre les arcs de circonférence géodé- 
sique infiniment petits P,Q, et P',Q',, P^Q^ et P'aQ'av. PQ et P'Q'. 

Par suite, chacune des figures infiniment petites M'P',Q',, P\Q\P\Q'i,... 
P';iQ'«P'Q' sera superposable à chacune des figures correspondantes MPjQ,^ 
I*iQ(PîQi---. PijQbPQ- En efi'et, les géodésiques et circonférences géodésiques 
formant sur chaque surface un réseau orthogonal, les figures infiniment 
petites P/QiP/i.|Q,+[ et P'(Q',Pji,Q';+| peuvent être considérées comme des 
rectangles et, comme leurs côtés sont égaux, elles sont égales. 

On peut donc, par une déformation consistant en une série de rotations infi- 
niment petites autour de P',Q',, P'^Q'^,..., P'nQ'« amener le fuseau M'P'Q' à 
s'appliquer exactement sur le fuseau MPQ. Si, de même, on prenait sur les 
deux surfaces les fuseaux infiniment petits MQK, M'Q'R', contigus respective- 
ment aux deux premiers et correspondant entre eux, on verrait qu'après 
avoir mis les deux premiers en coïncidence on pourrait appliquer M'Q'R' sur 
MQR, etc. 

Passant à la Umite, on voit que, sans déchirer ni plier la surface S', on peut 
exactement appliquer la portion de cette surface comprise ^ l'intérieur de la 
circonférence géodésique C' sur la portion de la surface S comprise à l'inté- 
rieur de la circonférence géodésique G. Comme d'ailleurs le rayon de ces cir- 
conférences est arbitraire, on peut dire plus généralement que la surface S' est 
applicabie sur la surface S. 

On dit encore que la surface S' s obtient par déformaiion, sans déchirure 
niduplicature, de la surface S. 

Le théorème de Gauss rappelé à la fin du numéro précédent, rapproché du 
caractère analytique qui noua a servi h définir le mode de correspondance de 
ces surfaces, montre qu'aux points correspondants de deux surfaces applicables 
l'une sur l'autre la courbure totale de la surface est la même. 

Mais ce caractère géométrique, qui constitue une condition nécessaire h 
l'applicabilité, n'en est pas une condition suffisante, à moins que la courbure 
totale ne soit coiutante sur toute l'étendue de la surface. 

Dans le cas général, il faut en outre que les géodésiques de l'une des sur- 
faces aient pour correspondantes les géodésiques de l'autre. 

La recherche des surfaces applicables les unes sur les autres est un des pro- 
blèmes les plus beaux en même temps que les plus difficiles de ia Géométrie 
supérieure. Parm; les savants qui ont le plus contribué à faire avancer cette 
branche de la science, il faut citer Ossian Bonnet, Bour, Codazïi, Beltrami, 
Ribaucour, etc., et tout récemment M. Weingarten. 
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SURFACES DE NATURE SPECIALE 



31T. Au point de vue général, on établit, comme on sait, une 
distinction entre les surfaces d'après la nature de leur équation en 
coordonnées rectangulaires à laquelle se lient les propriétés les plus 
intimes de ces surfaces. Nous n'avons pas à nous occuper ici de ce 
côté de la question. 

Au point de vue des propriétés infinitésimales, on range également 
les surfaces en un certain nombre de familles, dont nous allons signa- 
ler les plus importantes au point de vue des applications. 

S^ I. — SURF.A.CKS ENVELOPPES DE SPHERES 

318. Généralités. — Considérons en premier lieu les sur- 
faces enveloppes de sphères dont le centre est situé sur une courbe 
gauche quelconque, et dont le rayon varie suivant une loi quelconque 
avec la position du centre. 

Sur la courbe (C) des centres prenons des points C et G' infiniment 
voisins. Les sphères correspondantes y et i' se coupent suivant un 
cercle V| qui a son centre sur la droite GC et dont le plan est perpen- 
diculaire à cette droite. Lorsque C tend vers C, le cercle -j'| tend 
sur la sphère ^ vers une position limite y située dans un plan perpen- 
diculaire à la tangente en G à la courbe (G), et qui est la caractéris- 
tique correspondante. Donc ia surface enveloppe S est tangente à la 
sphère ^tout le long du cercle y (n" 291), et les normales à cette 
surface le long de ce cercle passent toutes par le point G. 
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Il en résulte que les normales à S en denx points infiniment voi- 
sins de Y se rencontrent, c'est-à-dire que le cercle est une ligne de 
courbure de S (n" 306). 

Ce résultat peut également se déduire du premier des théorèmes donnés 
au n" 308, attendu qu'ici la suface S et la sphère u se coupent sous i>n angle 
nul, constant par conséquent, et que le cercle -j- est une ligne lie courbure de 
la sphère, ainsi d'ailleurs qu'une courbe quelconque tracée sur cette sphère 
(n° 306). 

Réciproquement, si la surface S admet un système de lignes de courbures 
circulaires, elle est une enveloppe de sphères. En efîet, le cercle y étant ligne 
de courbure de la surface S, le second des théorèmes du n" 308 montre que 
toute sphère passant par ce cercle coupera la surface sous un angle constant. 
En particuUer, il y aura une sphère tangenta à k surfrjcc tout la long de ce 
cercle. 

Ainsi, un premier système de lignes de courbure de la surface S 
est constitué par les cercles r ; le second se compose des trajectoires 
orthogonales du premier. 

11 est une surface célèbre pour laquelle 
ce second système ne comprend lui-même 
que des cercles, c'est la cycUde de Du- 
■pin ('), enveloppe des sphères tangentes 
à trois sphères fixes. 

Remarquons que le point C est le centre 
de courbure de toutes les sections nor- 
males menées à la surface par les tan- 
gentes au cercle y, sections qui sont 
principales pour les points considérés. 
Prenons, par exemple, la seclion prin- 
cipale menée par la tangente MT en M au cercle y, de centre D 
[fig. 297). 

Le centre de courbure de cette section normale se trouvera sur 
la normale MG à la surface. Mais, d'autre part, d'après le théorème 
de Meusuier (u" 296), le centre de courbure D de y doit être la pro- 
jection sur le plan de ce cercle du centre de courbure cherché. 
Celui-ci doit donc se confondre avec le centre G de la sphère t. 
Si la sphère » est de rayon constant, la sui'face enveloppe est dite 

(') Surface du qui itr inné nrdi'e ayant pour ligne ttoiiblo le cercle de rinliiii. à 
laquelle M. Georges Humbert a consacré une iin|inrtanl.e élude dans le ciLunLiuiii'- 
cinquième cahier du /ournai de l'École Polytechnique. 
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une sur face canal. Ainsi le tore est la surface canal pour laquelle la 
ligne (G) des centres est un cercle. 

319. Surïaces de révolu lion. — Si, dans le cas général 
du numéro précédent, on suppose que la ligne des centres est droite, 
on a une surface de révolution. 

La ligne des centres est dite Vaxe de la surface ; les cercles -y qui 
ont leurs centres sur cet axe et dont les plans lui sont perpendicu- 
laires sont dits les parallèles de la surface. Les normales le long 
d'un parallèle forment un cône de révolution ayant son sommet sur 
l'axe. 

On voit immédiatement que les sections de la surface par des plans 
passant par l'axe sont identiques entre elles ; ce sont les méridiens 
de la surface. Les normales à la surface le long d'un méridien se 
confondent avec les normales à cette courbe. 

La surface peut être engendrée par la révolution d'un méridien 
quelconque autour de l'axe, d'où le nom donné à de telles surfaces. 

Les parallèles v, en vertu de la remarque faite au numéro précé- 
dent, forment un premier système de lignes de courbure de la sur- 
face ; les trajectoires orthogonales de ces cercles, qui constituent le 
second, sont évidemment ici les méridiens ('). 

Le rayon de courbure principal correspondant au parallèle est, 
comme nous venons de le voir au numéro précédent, la portion de la 
normale au point considéré, limitée à l'axe ; quant au rayon de 
courbure principal correspondant au méridien, puisque celui-ci est 
situé dans un plan normal à la surface, il se confond avec le rayon 
de courbure de ce méridien lui-même. 

Si le méridien est un cercle, on retrouve encore le tore el l'on voit 
que le rayon de courbure principal en tout point d'un méridien est le 
rayon même du cercle constituant ce méridien. 

Puisque nous connaissons en chaque point d'une surface de révo- 
lution les directions des sections principales et les rayons de cour- 
bure principaux, nous connaissons par cela même l'indicatrice, et 

(')Onpeiitilémonlrcr cette orlhogonalitédesmûridiens et des parallèles ainsi qu'il 
suit : soient, en un poiuh M, MT la tangente au parallèle, MS la tangente au méri- 
dien; soient, en outre, Z l'axe de la surface, et C le ceuLie du parallèle, situé surZ. 
L'axe Z étant perpendiculaire au plan du parallèle est perpendiculaire à MT situé 
dans ce plan; d'ailleurs, MT est perpendiculaire au rayon MC du parallèle. Donc MT 
est perpendiculaire au plan formé par MC et Z, c'est-à-diie an plan du méridien, 
et par suite à la droite MS située dans ce plan. 
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nous pouvons, .par conséquenl, résoudre tous les problèLues où 
intervient l'emploi de cette courbe. Nous pouvons notamment prendre 
la direction conjugée d'une direction donnée fn" 294, rem.), ce qu'il 
y a lieu de faire s'il s'agit, par exemple, de construire une tan- 
gente à une courbe d'ombre propre {*). 

Remarquons enfin, le plan osculateur en chaque point d'un 
méridien, qui est le plan même du méridien, étant normal à la sur- 
face, que tout méridien est une ligne géodèsique du la surface. 

Il n'eu est pas de même pour les parallèles, à moins que les nor- 
males au parallèle ne deviennent normales à la surface, c'est-à-dire 
que les plans tangents le long du parallèle ne soient perpendiculaires 
au plan de ce parallèle, qui est alors dit un éqiialcur de la surface. 



§ 2. — Surfaces gauches 
A. — Généralités 

320. Définitions. — On appelle surface réglée toute surface 
qui peut être engendrée par le déplacement continu d'une droite de 
l'espace. 

Une règle peut donc, d'une infinité de façons, élre appliquée sur 
de telles surfaces, ce qui facilite singulièrement leur réalisation 
matérielle et rend leur emploi fréquent dans les constructions. 

On dislingue, parmi les surfaces réglées, celles qui sont appli- 
cables sur un plan et celles qui ne le sont pas; les premières sont 
dites des surfaces développables ou, plus simplement, des déveiop- 
pables ; les secondes, des surfaces gauches (''). 

Nous allons étudier d'abord les propriétés des surfaces gauches, 
pour traiter ensuite dans une section spéciale de celles des déve- 
loppables. 



(I) \ niic ili leii (laïKminl M)m|>lnnf ni iiic siu ks surfaces do révoliiUon, je 
'.i{,iiilLiaili,pi " I I II III I I I in 1 II fiiL LOLiiiaîl.i'C pour cK'l.erinUier 

leamiiidiLiis.il n ' ii I tlik sui une surCace de révoliil.ion 

doiiiiLe (Bull ck t 1 \ I p 8i) 

[/Ilfstdoui- ( / imoiieit de dire qu'une surfaire 

d aboid plmie M Qiuuhii I i |u lli |iiuil <\u> leiUme courLurp, aU.ondu que, (il 
foimp quille ifîectp ilois (st relie diiuF suif ne dtvfloppnhle, eL non d'uni; sur- 
face gauche 
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321. Hivers m«des de ))én6ralîoii. — î,es équations 
d'une droite en coordonnées cartésiennes 

,1 =. mx -\- n, z = px + q 

contenant quatre paramètres arbitraires m,, n, jj, q, il faut quatre 
conditions simples pour déterminer complètement une droite dans 
l'espace. 

L'ensemble des droites satisfaisant à trois conditions simples don- 
nées constitue une surface réglée ; celui des droites satisfaisant à 
deux conditions siraplcH, une congruence; celui des droites satisfai- 
sant à une seule condition simple, un complexe ('). 

Nous n'avons à nous occuper ici que des surfaces réglées. 
Les conditions simples les plus ordinaires consistent, pour une 
droite de l'espace, soit à rencontrer une courbe donnée, soit à être 
tangente à une surface donnée. Trois de ces conditions, d'après ce 
qui vient d'être dit, permetlent de définir tontes les génératrices 
d'une surface réglée. 

Lorsque toutes ces génératrices doivent rencontrer une même 
courbe, celle-ci est dite une directrice de la surface réglée ; lors- 
qu'elles doivent être tangentes à une même surface, celle-ci est dite 
un noyau de la surface réglée. 

On voit donc que les divers modes de génération des surfaces 
réglées pourront se ramener aux systèmes suivants : 
1° Trois directrices; 
2" Deux directrices et un noyau ; 
3° Une directrice et deux noyaux : 
4" Trois noyaux. 

On peut prendre pour directrice la courbe située à l'infini sur la 
surface, en la définissant comme l'intersection par le plan de l'infini 
d'un cône dont les génératrices sont parallèles à celles de la surface. 
Ce cône a reçu le nom de cône directeur de la surface. On peut 
prendre pour sommet de ce cône un point quelconque de l'espace. 
Ce cône peut se réduire à un plan qui est dit alors le plan direc- 
teur. Toutes les génératrices de la surface sont alors parallèles à ce 
plan. 

La plus simple des surfaces à cône directeur est V/n/perbnlonlf 

{') Voir les noi.ions sur les comple.fes et les congniein^es JoiiiKifs par M, Foniet 
en appendice de la traduction française de la GëomëlTk du Mouvement, de Soliœnflies, 
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réglé; la plus simple des surfaces à plan directeur, le paraboloy.de 
hyperbolique, dont on étudie les propriétés dans la théorie générale 
des surfaces du second deeré. 



32â. Variations du plan tnnijeiiL ic loiit) il'iiiic tféné- 
ratrif-e. Point central. I*arainèlre do distribution. — 

Prenons sur la surface ia génératrice Gt' infiniment voisine de G 
{fîg. g98), et soit PP' la plus courte dis- 
tance de ces deux génératrices. Prenons un 
point M quelconque sur la génératrice G et 
faisons passer par ce point un plan perpen- 
diculaire à G qui coupe G' en M'. 

Le plan tangent en M à la surface conte- 
nant la tangente à toute courbe tracée par 
ce point sur la surface contient à la fois 
la droite PM et la limite de MM'. Ce plan 
tangent n'est donc autre que la limite du 
no.'2^>>. planPMM'. 

De même, le plan tangent au point où vient à ia limite le point P 
est la limite du plan MPP'. La position limite du point P a reçu le 
nom Ab point central de la génératrice G; et le plan tangent en ce 
point, celui de^^ttîi central. 

Si par le point P' nous menons à G la parallèle G, qui coupe au 

point M| le plan perpendiculaire à G mené par M, l'angle M|MM', 

ou 0, mesure le dièdre formé par le plan PMM' avec le plan PMM,. 

La limite de 6 est donc l'angle que le plan tangent en M fait avec 

leplan central delà génératrice G. Cherchons cette limite. Nous avons 

, , M, M' P'M, Igc 




en appelant t l'angle MjP'M' des génératrices G et G', et p leur plus 
courte distance PP'. L'angle s étant infiniment petit, on peut, aux 
infiniment petits du 3""^ ordre près, le substituer à sa tangente. On 
a donc, à la limite, en appelant x la distance du point M au point 
central de G 



Si nous posons 
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k sera une longueur que nous appellerons le paramètre de distribu- 
tion de la génératrice G-, et nous aurons 



Celte formule remarquable est dae à Chasles. 
Nous supposons essentiellement ici que îe paramètre h a une 
valeur finie différente de sêro. S'il est nul ou iniîni, le plan Langent 
reste le même tout le long de la génératrice. Lorsque le fait se pro- 
duit sur une surface pour des génératrices isolées, celles-ci sont 
dites singulières. S'il a lieu pour toutes les génératrices, la surface 
est développable, ainsi qu'on le verra plus loin (n" 358}. 

Nous devons encore faire ici une remarque importante. Nous 
avons supposé, sur la figure 298, l'angle 6 compté dans le sens 
direct à partir du plan central pour un observateur couché le long 
de PM, les pieds en P. Si cet angle était compté dans le sens rétro- 
grade, sa tangente devrait être prise négativement. Il est donc 
nécessaire d'alTecter le paramètre de distribution d'un signe. 

Ainsi qu'on l'a déjà vu au n" 281, si le sens de la rotation de la 
droite MM' est direct ou rétrograde pour un observateur couché le 
long de la génératrice G dans un certain sens, il sera encore direct 
ou rétrograde pour un observateur couché dans l'autre sens, pourvu 
que, dans l'un et l'autre cas, le point M se déplace dans le sens des 
pieds vers la tête de l'observateur. 

Dans un cas, nous dirons que la distribution des plans tangents le 
long de la génératrice G est directe; dans l'autre, qu'elle est rétro- 
grade. 

Il nous suffira, dès lors, de faire la convention que le paramètre 
de distribution sera pris positivement ou négativement suivant que 
la distribution des plans tangents sera directe ou rétrograde, pour 
donner à la formule de Chasles sa pleine généralité. 

Le lieu des points centraux des génératrices d'une surface réglée 
est appelé la ligne de striction de celte surface. Il faut se garder de 
croire que la tangente à cette ligne soit la limite de PP', c'est-à-dire 
la perpendiculaire élevée à la génératrice G dans le plan central. 
Gela n'a lieu que tout exceptionnellement. 

Remarque. — La formule de Chasles montre que si deux surfaces 
gauches ayant en commun une génératrice ont pour cette génératrice 
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même point central, même plan centi'al et même paramètre de dis- 
tribution, elles ont même plan tangent en tout point de cette g-énéra- 
trice, c'esi-à-dire qu'elles se raccordent le long de cette génératrice. 

323. I*liiii asympto tique. — On voit que, lorsque ;c tend 

vers l'iiiûni, tend vers „■ On peut donc dire que le plan tangent à 

la surface, qui a pour point de contact le point à l'infini sur la géné- 
ratrice G, est perpendicuiaire au plan central. Ce plan a reçu le nom 
àe plan asymptotique . 

Or, le plan M^P'M', perpendiculaire à M[P'P, est à la limite per 
pendiculalre au plan central, limite de Mj?'?, c'est-à-dire confondu 
avec le plan asymptotique. D'autre part, il est parallèle au plan 
tangent au cône directeur le long de la génératrice g de ce cône, qui 
est parallèle à G, puisque ce plan tangent est la limite du plan des 
génératrices (/ et g' respectivement parallèles à G,, et à G'. Il en 
résulte que le plan asymptotique de la surface pour la génératrice G 
est parallèle au plan tangent au cône directeur le long de la géné- 
ratrice g. 

Si donc la surface est à plan directeur, ses plana asymptotiqus 
sont tous parallèles à ce plan. 

Du tliéorème précédent on déduit immédiatement que le plan cen- 
tral de la surface génératrice G est parallèle au plan normal au 
cône directeur le long de la génératrice g. 

32^. Point l'eprésenlatif delà distribution des plans 
tangents. — Par le point P de la génératrice G, élevons à cette . 
génératrice, dans un plan quelconque pris pour 
plan de la figure, la perpendiculaire PI égale 
au paramètre de distribution k pris avec son 
signe. 

Pour cela, définissons arbitrairement le sens 
positif de cette génératrice et, une fois ce choix 
fait, portons sur la perpendiculaire élevée en P 
à G [fig. 299), le segment PI, dans un sens tel 
que, si l'on considère le point P comme entraîné 
dans le sens positif de G, il en résulte pour IP 
i-'iG. 2'jy. iji^g rotation autour de I, dans le sens direct si k 

est positif, dans le sens rétrograde si h est négatif. Ainsi, sur la 
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figure 299, li esl supposé positif, le sens positif de G étant pris de 
bas en haut. 

Celte convention une fois faite, on voit que, dans tous les cas, 
l'angle MIP est égal en grandeur et sens à l'angle que le plan tan- 
gent en M fail avec le plan central. On a, en effel, 

lgl'IM = l'- 
on déduit immédiatement de là que l'angle MIM', sous lequel un 
segment MM' de la génératrice G- est vu de I, est égal à l'angle des 
plans tangents en M et en M'. 

La distribution des plans tangents le long de la génératrice G esl 
donc exactement représentée parla distribution des rayons IM autour 
du point I, qu'on peut appeler pour cetie raison le point représentatif 
de la distribution des plans tangents le long de G. 

Ce point représentatif permet immédiatement de déterminer le plan 
tangent en un point M de la génératrice G, ou, réciproquement, le 
point M où le plan tangent fait avec le plan central un angle 6 donné. 
Mais il se prête, en outre, à la solution de nombre d'autres problèmes. 
Nous allons en donner quelques exemples : 

Prohlèms I. — On donne h plan tangent en un point M et deux 
des trois éléments : point central P, plan- central [c'est-à-dire 
Vangle^), paramètre de distribution k [c't'st-à-dirc. la longueur PI) ; 
trouver le troisième de ces éléments [fiy. 299). 

1° Si les éléments donnés, en outre du point M et de son plan tan- 
gent, sont 6 et k, on fait en M, avec la partie négative de la généra- 
trice G, l'angle PMI égal à s — & et on coupe le côté MI de cet angle 

par une parallèle à la génératrice distante de celle-ci de /t, pris 
avec son signe. On a ainsi le point I el, par suite, le point P, en 
abaissant de I la perpendiculaire IP sur G. 

2" Si les éléments donnés sont P et k, on a immédiatement le 
point I, et il suffit de le joindre au point M pour avoir l'angle 9. 

3° Si les éléments donnés sont P et 6, on élève en P une perpendi- 
culaire à G ; en M, on tire la droite MI, qui fait avec la partie néga- 
tive de G l'angle 'k — 6 ; cette droite coupe la précédente au point I ; 
Pidonue en grandeur et signe le paramètre de distribution &. 
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Problème II. — 0)% donne les planai tangents en deux points M 
et M' et un des trois éléments : point central, plan central, para- 
mètre de distribution; trouver les deux autres de ces éléments, ' . 
1° Si l'élément donné est ie point central P, élevons à la généra- 
trice G une perpendiculaire par ce point {fig. 300). Le point repré- 
sentatif I, situé sur cette perpendiculaire, sera 
tel que l'angle MIM' (pris avec son signe) 
sera égal à l'angle a (pris avec son signe), que 
le plan tangent en M' fait avec le plan tangent 
en M (plans qui sont donnés !'un et l'autre). 
Le point I se trouve donc sur le segment 
capable de l'angle « décrit sur MM'. II ne sau- 
rait, d'ailleurs, y avoir de doute sur le côté de 
la génératrice G vers lequel doit être décrit ce 
segment, attendu que l'angle MIM' doit être 
de même sens que l'angle aigu décrit par le 
plan tangent en M loi'squ'on le rabat mr le 
plan tangent en M'. Sur la figure 300, ce sens est supposé le sens 
direct. 

Oa voit que, suivant que ce segment capable ren- 
contre la perpendiculaire élevée en P à G, ou lui est 
tangent, ou ne la rencontre pas, il y a deux, une ou 
pas de solutions. 

Le point I fait connaître le paramètre de distribu- 
lion PI et l'angle MIP que le plan central fait avec le 
plan tangent en M. 

2" Si l'élément donné est le 
plan central, on connaît les angles 
aigus 9 et â' que les plans tan- ■■"■■^'ij- 

gents en M et en M' font avec ce pian. Il suffit 
dès lors, toujours en tenant compte du signe, 
de tracer les droites MI et M'I faisant avec la 

partie négative de G les angles^ — f' et^ — H' 

[fig. 301). Le point de rencontre I de ces droites 
est le point représentatif; on en déduit le point 
central P et le paramètre de distribution. 

3" Si l'élément donné est le paramètre de distribution k, on trace 
à G une parallèle qui lui soit distante de k pris avec son signe 
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[fg. 302). Le poiiil représentatif î est à la rencontre de cette paral- 
lèle et du segment capable de l'angle a des plans tangents en M et 
en M', segment qui est parfaitement déterminé, comme on vient de le 
voir (1"). Ici encore on peut avoir deux, une ou pas de solutions. Le 
point I fait connaître le point central P et l'angle MIP que fait le 
plan central avec le plan tangent en JVI. 

Problème III. — On donne les plans tangents en trois points 
M, M', M". En déduire le point central, le plan central et le para- 
mètre de distribution. 

Mesurons les angles et' et a" (pris 
avec leur sens direct ou rétrograde), 
dont il faut faire tourner le plan tan- 
gent en M pour l'appliquer successi- 
vement sur les plans tangents en M' et 
en M". Le point représentatif I sera tel 
que les angles MIM' et MIM" seront 
réspecliveraent égaux à c' et à a". Il 
se trouve donc à la rencontre des 
segments capables de ces angles décrits 
sur MM' el sur MM" {fig. 303). Il ne 
saurait, d'ailleurs, y avoir de doute 
sur le côté de la génératrice G vers 

lequel doivent être décrits ces segmenta, puisque le sens des angles 
MIM' et MIM" est connu. Sur la figure 303 ce sens est le sens 
direct. 

On voit qu'il n'y a qu'uneseule solution etqu'il yen a toujours une. 
Du point I, on abaisse la perpendiculaire IF sur G. P est le point 
central de cette génératrice ; PI (pris avec son signe) est le para- 
mètre de distribution ; PIM est l'angle que le plan central fait avec 
le plan tangent en M. 

Remarque. -— Puisque la connaissance des plans tangents en 
trois points d'une génératrice entraîne sans ambiguïté celle du point 
central, du plan central et du paramètre de distribution, on voit, en 
vertu de la remarque qui termine le n" 332, que, si deux surfaces 
gauches ont ■/nême plan tangent en trok points d'une génératrice 
conrnmne, rllcs sr vaccorilent tout le long de celte génératrice. 




S'J^. l'oints (le i-a<'c«i'<lcmcnl sur «ne (jénéra- 
triee cominiiiic. — ■ Nous allons voir, d'ailleurs, que si deux sur- 
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faces gauches ont une génératrice commune il existe sur cette 
^^ génératrice deux points de raccor- 

dement réels ou imaginaires, c'est- 
à-dire deux points où les deux sur- 
faces ont même plan tangent. 

Soient P et P, les points centraux 
des deux surfaces pour leur généra- 
trice commune G {fig. 304), PI et 
P,I| les paramètres de distribution 
correspondants (^). Les angles 9 et 0, 
que les plans tangents en M aux deux 
surfaces font avec les plans centraux 
correspondants sont donnés par les 
angles PIM =fi et PjIiMi = 0,, et 
nous avons 




' = (i-"0"(i -') = •-" 




Or, si la diîierence 6 — 9, est égale à l'angle -,- des plans cen- 
traux, les pians tangents en M coïncident comme on peut s'en rendre 
compte sur la figure 305, où Gp et Gp^ repré- 
sentent les traces des plans centraux en P etP, 
sur un plan perpendiculaire à G, G;rt, la trace 
commune des plans tangents en M, supposés 
confondus. 

Le point M sera donc sur un segment ca- 
pable de l'angle y décrit sur PPj. Mais la ques- 
tion se pose encore ici de défluii' le côté de PP^ """ 

vers lequel devra être pris ce segment. Elle est tranchée par la 
remarque que les angles IMI, de la figure 304 et 2>^Pi '^^ la figure 305 
doivent être de sens contraires. 

La figure 304 montre que, lorsque I etl^ sontdu môme côté dePP,, 
c'est-à-dire lorsque les paramètres de distribution sont de même 
signe, le segment capable de l'angle y peut, suivant la valeur de cet 
angle, rencontrer ou non la droite G. Il peut donc, dans ce cas, y 
avoir deux, une ou pas de solutions, réelles. 



OSuvlafigui 
signes conlraîrc 



s piiramètres sont supposés de même signe. S'ils élaient de 
niiLrt I el I| seraient Je part et d'autre de la droite G. 
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Si les points I et Ij sont de part et d'autre de la droite G, c'est-à- 
dire si les paramètres de distribution sont de signes contraires, il j 
a toujours deux solutions réelles et distinctes. 

SUM. Taii(|Ciilcs orlliogonales et normales le loiiç) 
d'une jjénéralrice. — Dans le plan tangent en chaque point M 
d'une génératrice G prenons la droite perpendiculaire à cette géné- 
ratrice G-. Nous avons ainsi une droite tangente à la surface et fai- 
sant un angle droit avec la génératrice ; c'est ce que nous appelons 
une tangente orthogonale. 

Le plan tangent en chaque point M peut être défini par la géné- 
ratrice G et la tangente orthogonale passant en ce point. Nous allons 
voir que la formule de Ghasles établit une liaison remarquable entre 
les tangentes orthogonales le long d'une génératrice. 

Considérons, en effet, un plan t: parallèle à la génératrice G et 
perpendiculaire au plan central, ou, cequi revient au même, parallèle 
au plan asyraptotiquc {Jig. 30tj}. 





/ 

/ T _ M / 


/^ 


G 


/ 


/ 


n 


^ 


^ 


£^ 


/ 


/" 




p '". 




y 





Soient^ et mies points où les tangentes orthogonales en P et M 
rencontrent le plan n. La droite Vp est perpendiculaire à ce plan, 
puisqu'elle est perpendiculaire à G dans le plan central. 

Par le point j3 menons à G la parallèle 'px, qui est contenue dans -., 
et élevons en ^ à cette droite la perpendiculaire py. Nous avons 
pour les coordonnées du point m, en abaissant du point M la per- 
pendiculaire Mm^ sur pj;:, pm^ = i» et «î^m ^^ y. 

L'angle w^^Am. mesure l'angle 9 que le plan tangent PMm en M 
fait avec le plan central VUm.^,. On a donc, en posant Pp ^ M.m^ ^-- l, 
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Mais la formule de Ghasles donne 



tg 1 = -T.- 



ce qui montre que le lieu du point m est une droite passant par le 
point p. Ainsi : fe lieu des traces des tangentes orthogonales le 
long de G sur tout plan parallèle au plan anyinptotique de G est 
une droite. 

Remarquons que, si !a surface est à plan directeur, le plan ti est 
précisément un plan directeur, puisqu'il est parallèle au planasymp- 
tolique (n" 323). 

Si nous faisons tourner à la fois toutes les tangentes orthogonales 
et le plan tï de 90° autour de G, chaque tangente Mm devient nor- 
male à la surface, le plan i^ devient parallèle au plan central, et nous 
avons cet autre théorème: Le lieu des traces des normales le long 
de G sur tout plan parallèle au plan central de G est une droite. 

Les tangentes orthogonales d'une part, les normales de l'autre, 
sont toutes parallèles à tout plan perpendiculaire à G. Gomme elles 
s'appuient, en outre, sur des droites, elles engendrent des parabolo^des 
(n° 330), que nous appellerons le paraboloïde des tangentes ortho- 
gonales e\ le piaraboloïde des normale.^. 

337. Constructions au moyen des taiigcnles ortho- 
gonales. — L'avant-dernier théorème fournit un moyen facile de 
résoudre divers théorèmes sur les plans tangents, constructions qui 
sont particulièrement avantageuses dans le cas des surfaces à plan 
directeur, parce qu'alors, ainsi qu'il a été dit plus haut, on peut, 
quelle que soit la génératrice considérée, conserver pour plan 1^ le 
plan directeur lui-même. 

Nous nous bornerons donc à les exposer dans ce dernier cas; 

Problème I. — Construire le pjlaa tangent en un point d'une 
surface à plan directeur. — On prend ce plan directeur pour plan 
horizontal de projection. 

Une génératrice quelconque [ab.a'b') de la surface rencontre les 
directrices ou touche les noyaux aux points (a.a) et [b.b'). Dans 
l'un et l'autre cas, on peut toujours avoir une tangente {an,yaa\,) 
et [bbf^.b'b'^) en chacun de ces points [fig. 307). 
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Les traces horizontales des plans tangents en [a.a] et [h.h") sont 
les parallèles «„« et ôj^ à ah menées par a^ et 6„. 

Les tangentes orthogonales ea [a.a) et {h.h') ont pour projections 
horizontales les perpendiculaires aa et 6? élevées à ah en a et &. 
Leurs traces horizontales sont a et p sur les traces des plans tan- 
gents correspondants. 

Par suite, d'après le premier théorème du numéro précédent. 




toutes les tangentes orthogonales le long de {ah.a'b") auront leurs 
traces horizontales sur la droite a^. 

Si donc on veut le plan langent au point [in.m) de la génératrice 
{a,b.ab'), on n'a qu'à élever en m à ab îa perpendiculaire m<^, projec- 
tion de la tangente orthogonale correspondante. Cette projection ren- 
contre la droite a^ au point [j-, qui est sa trace. Le plan langent en 
[m.m] est donc défini par les droites [ah.ab') et [m)x.m''^). La trace 
horizontale de ce plan est la parallèle ^•.'^f, à ah menée par [jl. 

Pr'oblèTiw II. — Trouver le point où un flan mené par la géné- 
ratrice [ab.a'h') touche la sur face. 

Comme précédemment, on construit la droite afi, lieu des traces 
des tangentes orthogonales le long de [ah.ab') sur le plan directeur 
[fig. 307). La trace [j^;j.|, du plan donné, trace qui est nécessairement 
parallèle à ah, coupe ap au point \>., Le point m es! le pied de la per- 
pendiculaire abaissée de \s. sur ah. On en déduit le point m' sur a'h 
par une ligne de rappel. 

En particulier, le point central {p.'p), c'est-à-dire le point où le 
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plan tangent est perpendiculaire au plan directeur, est donné par le 
point de rencontre^) des droites ab et ^f>, puisque pour ce point p 
la tangente orthogonale est verlicale. 

Problème III. — Trouver le point de la surface où le plan 
tangent est parallèle à un plan donné. 

La génératrice qui contient ce point étant parallèle à la fois au 
plan H donné et au plan directeur est parallèle à l'intersection T de 
ces plans. Il suffit donc, pour avoir cette génératrice («6. a'6'), de 
prendre la génératrice commune aux deux cylindres passant par 
chacune des directrices, ou circonscrits à chacun des noyaux, dont 
les génératrices sont parallèles à T. Menant alors par cette généra- 
trice {ab.a'b') un plan parallèle à H, il suffit de trouver le point où ce 
plan touche la surface. On est ainsi ramené au problème II. 

328. Application aux conoïdes. — Lorsque l'une des 
directrices de la surface à plan directeur est une droite, la surface 
est dite un conoîiie. Ainsi, un conoïde est une surface gauche dont 
toutes les génératrices sont parallèles à un même plan et rencontrent 
une même droite. Suivant que cette droite est ou non perpendiculaire 
à ce plan, le conoïde est droit 
ou oblique. 

Les constructions du numéro 
précédent sont applicables au co- 
noïde. Donnons-en un exemple, 
en indiquant la construction des 
plans tangents au cono'ide droit 
à noyau sphèrîque. 

Prenons pour plan horizontal 
un plan directeur, et pour plan 
vertical, le plan diamétral de la 
sphère contenant ia droite direc- 
trice. 

Considérons la génératrice 
projetée verticalement en ab' 
(fig.BÇ>8). Pour avoir sa pro- 
^'"•- ^"^^ jection horizontale, il suffit de 

couper la sphère par le plan horizontal h'ï, ce qui donne, en pro- 
jection horizontale, le petit cercle iii, et de mener du point « à ce 
cercle l'une ou l'autre tangente ab. 




y Google 



SURFACES GAUCHES 371 

Puisque toutes les génératrices renconlrent la directrice aa s. 
angle droit, chacune d'elles a son point central sur cette droite (qui 
est, par suite, la ligne de striction), et la tangente orthogonale au 
point {a. a) n'est autre que cette droite, dont la trace horizontale 
est le point a. 

La tangente orthogonale en {(j.b') se projette horiiiontalemeiit sui- 
vant ob. Pour avoir sa trace, rabattons le grand cercle vertical pro- 
jeté en ob suL- le cercle de contour apparent vertical. Le point b' 
vient en h'. La tangente en ce point est h'I. Lorsqu'on ramène la 
figure dans sa position première, le point l vient en p, trace cher- 
chée. Le lieu des traces des tangentes orthogonales est donc ici la 
droite fl.p. 

Il suffit donc, d'après ce qui a été vu au numéro précédent 
(Prob. 1], d'élever en m à ab la perpendiculaire my., pour avoir en 
m^!. la projection horizontale de la tangente orthogonale en {w..m'). 
On en déduit la projection verticale «î'jx'. Le plan tangent est déter- 
miné par les droites (ab.a'b') et {vi'^/m'i/). 

On voit que, pour les génératrices contenues dans le plan diamé- 
tral de la sphère perpendiculaire à la droite directrice, génératrices 
qui se projettent verticalement suivant a'f^o', le plan tangent est le 
même en tous les points. C'est celui qui passe par la génératrice et 
la droite directrice; il est tangent à la sphère. De même, en tous 
les points des génératrices limites, c'est-à-dire contenues dans les 
plans tangents à la sphère perpendiculaires à la droite directrice, 
génératrices qui se projettent verticalement en a\b\ et aj)\, le plan 
tangent est le même ; il se confond avec le plan tangent à la sphère. 
Les quatre génératrices qui viennent d'être énumérées sont donc 
siivjulières {n° 322). 

SlS'O. Vai'iatlons de la courbure lolale le )on^' tl'imc ijéné- 
patrice. — Toute droite située sur une surface est une géoiJésique de cette 
surface ya" 312), car elle constitue d'une manière absolue le plus court chemin 
entredeuxquelconquesdesespoinls. Elle en est aussi une asympto tique, puisque, 
en chaque point, le rayon de courbure de la section normale menée par cette 
droite, estinfini. 

Remarquant que l'angle des normales en deux points M et M', infiniment 
voisins sur la génératrice G, est égal à l'angle dii des plans tangents corres- 
pondants et que la dislance MM' de ces points est égale à dœ, on a, par appli- 
cation de la formule (2) du n° 302, pour l'expression de la courbure totale en M 
1 _ ^'_ 
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Telle esl, la formule qui fait cotinaiLrc la courbure totale le long de la gônéra- 
tricfi (1. 

SÎÎO. lîappcl Je nolions sur le paraboloïde hyper- 
bolique et l' liy pei'boloïde réglé. — Lorsqu'on étudie les 
surfaces du second degré, on rencontre une surface réglée, Vhy- 
perbolo'ide à une nappe, qui, par dégénérescence (lorsque son 
cône directeur se réduit â un plan), donne naissance au paraboloïde 
hyperbolique. 

L'hyperboloïde réglé possède un double système de génératrices 
rectilignes. Par tout point, de la surface passe une génératrice de 
chaque système. D'ailleurs, toute génératrice de l'un des systèmes 
rencontre toutes les génératrices de l'autre système et aucune du 
sien. On peut donc définir l'hyperboloïde réglé le lieu des droites 
qui rencontrent trois droites données. 

Lorsque toutes les génératrices de l'un des systèmes deviennent 
parallèles à un plan, il en est de même de celles de l'autre, el la 
surface devient le paraboloïde hyperboloïde, qui peut par suite être 
défini le lieu des droites qui rencontrent deux droites données tout 
en étant parallèles à un plan donné. 

Le plan tangent en chaque point de toute surface de l'une ou de 
l'autre espèce est défini par les deux génératrices qui se croisent 
en ce point. 

11 est très facile d'établir goomélrlquement l'existence du double système 
de génératrices rectilignes pour le paraboloïde. 

Projetons les directrices (A) et (B) sur un plan quelconque perpendiculaire 
au plan directeur {fig. 309). Les génératrices qui rencontrent (A) et (B), telles 
que AB et A'B', seprojeltcntsuivant des parallèles. Donc, les pointa M, M'..,, tels 
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MA M'A' 



•Ï^^MP 



MB M'B' " 



..,sont,en projection, distribues sur uno droite; comme 

ce résultat a lieu pour un plan quelconque perpendiculaire au plan directeur, 
on voit que le lieu (i\l) des points M est une droite dans l'espace. En faisant 

varier le rapport ^ on obtient autant de géne'ratrices (M) du second système 

que l'on veut. Si on prend comme plan de projection un plan perpendiculaire 
au plan directeur qui soit en même temps perpendiculaire à. un plan A paral- 
lèle à la fois à (A) et (B), les projections de ces deux directrices sont parallèles 
enlre elles {ftg. 309 ôis), et il en est, par suite, de même des génératrices (M). 
Toules ces génératrices sont donc parallèles an pian A. 




11 résulte de là que ai on considère un quadrilatère j^auche MNPQ [fig. 311)). 
formé par deux génératrices MN, PQ d'un système et deux génératrices MQ, PN 
de l'autre, on obtient une génératrice AB du système de MN et PQ en joignant 

A M BN 

les points A et B tels que — =; — ■ et une génératrice CD du système de MQ 



CM 



no 



' CN ~ DF 



AQ BP 

et NP en joignant les points C et D tels qi 

Quant à l'hyperboloide on peut le considérer comme dérivant du parabo- 
loïde au moyen d'une transformation homographique faisant correspondre la 
troisième directrice rectiligne de l'hyperboloide à ta droite à l'infini du plan 
directeur du- paraboloïde. Cette simple remarque suffit à établir l'existence du 
double système de génératrices de l'hyperboloide. 

331. Plan tangent à l'hyperboloide. — Prenons pour 
plan horizontal de projeclion un plan quelconque passant par l'une 
des directrices (G. G') et pour plan vertical un plan perpendiculaire 
à cette directrice {fig. 311). Soient (A. A'} et (B.B') les deux autres 
directrices. Nous appellerons ijremier système des génératrices 
celui qui comprend les directrices (A. A'), (B.B') et(G.C'). 
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Toute génératrice du second système rencontrant (G.C) aura une 
projection verticale ah' passant par C. Tirons une de ces droites 
C'a'// qui nous donne la projection horizontale ah et proposons-nous 
d'obtenir le plan tangent en un point [m.m) de cette génératrice. Il 
suffit pour cela d'obtenir 
la génératrice du premier 
système passant en [mjn'). 
Cette génératrice doit ren- 
contrer toute génératrice 
du second système; or, la 
droite horizontale projetée 
verticalement en h' ren- 
contre à la fois (A, A'), 
(B.B') à distance finie, et 
(G.C) en un point rejeté à 
l'infini. C'est donc une gé- 
nératrice du second sys- 
tème. Par suite, ia généra- 
trice du premier système 
passant e)i im.vi) a une pro- 
jectioa verticale passant par 
, „,, ft'. Traçons cette projection 

verticale h'in'ni\. 
La droite ajj^ qui joint les traces horizontales de (A. A') et de (B.B') 
rencontre aussi (G.G) qui est dans le plan horizontal de projection ; 
c'est donc aussi une génératrice du second système. Par suile. toute 
génératrice du premier système a sa trace horizontale sur cette 
droite a^fiQ. Il résulte de là que l'on obtient le point m^^, trace de la 
génératrice cherchée, en prenant l'intersection de aj),^ et de la ligne 
de rappel de m'^. 

Le plan tangent en [m.m) est dès lors déterminé par les droites 
[ab.ab') et [mm^.vi'm\). 

Pour le paraboloïde la construction reste la même, à cette diffé- 
rence près que la droite (G. G') est rejetée à l'infini du plan horizon- 
tal de projection et, par suite, que l'orientation du plan vertical est 
arbitraire. On peut, d'ailleurs, dans le cas du paraboloïde, appliquer 
les constructions données au n° 327. 
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;î;î2. llypei'ttoloïdcs et paraboloïdes *lc raeeoi'rte- 
meiit. Ilj'perljoloïtle osculateur. — Nous avons vu au 
n° 324 {Remarque finale) que, si deux surfaces gauches ont 
même pian tangent en trois points d'une génératrice commune, 
elles se raccordent tout le long de cette génératrice. 

Si donc en trois points M, M', M" d'une même génératrice G 
nous prenons les droites MT, M'T', M"T" respectivement situées 
dans les plans tangents en ces points, l'hyperboloide défini par les 
trois directrices rectilignes MT, MT', M"T", ayant même plan tan- 
gent que la surface aux points M, M', M", se raccordera avec cette 
surface tout le long de G. Nous aurons ainsi un hyperholoïde de 
raccordement qui pourra être substitué à la surface pour la solu- 
tion de tous les problèmes relatifs aux plans tangents de cotte sur- 
face le long de G ('). 

Si les trois droites MT, M'T', M"T" sont parallèles à un même 
plan, on a un paraboîoïde de raccordement. Ainsi le paraboloïde 
des tangentes orthogonales (n" 306) est un paraboloïde de raccorde- 
ment. 

Puisqu'on dispose des directrices MT, M'T', M"T" de l'hyperbo- 
loïde de raccordement, on peut les choisir de telle sorte que cet 
hyperholoïde passe par une droite donnée D en dehors de G. Il suf- 
fit, en effet, de prendre pour points T, T', T" les points de rencontre 
de la droite D avec les plans tangents à la surface en M, M', M". 

Si ou prend pour droite D la génératrice de la surface, infiniment 
voisine de G, on voit que, si on coupe par un plan quelconque, les 
sections faites dans la surface et dans l'hyperboloïde par un plan quel- 
conque sont tangentes au point situé sur G et ont encore en com- 
mun un point infiniment voisin sur D, c'est-à-dire sont, à la limite, 
osculatrices. L'hyperboloïde ainsi défini est donc, à la limite, oscit- 
lateur à la surface tout le loncj de G. 



(') La construction du plan t.uigent îi t'Iiyperboloïde, Uoniiiîô ftii nunn'-ro •^rwA- 
deiit, suppose que l'un de? plans de projection passe par nno directrice rectiligufi 
de cet hyperholoïde et ipie l'autie plan de projection est perpendiculaire à cette 
directrice. 11 y aurait donc, dans le cas géoi^rai, à optïrer des changements de 
plans de projection pour ctiaque génératrice. Mais, dans les cas de la pratique, 
l'une au moins des directrices de la surface étant une droite, il suffit de prendre 
celle-ci pour l'une des directrices de chacun des hyperboloïdes de raccordement. 
M. J. Marchand a fait connaître une méthode de construction des plans tangents 
aux surfaces gauches quelconques qui présente, au point de vue théorique, l'inté- 
rêt de n'exiger aucun changement de plan de projection [Bulletin de la Soc. Math., 
t. Xm, p. 34], 
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l']ii toul point de G les deux surfaces étant osculatrices ont «lêma 
indicatrice. Or, les asymptotes de l'indicatrice de l'hyperboloïde 
sont les génératrices de cet hyperboloïde se croisant au point con- 
sidéré, d'après le théorème qui termine le numéro 293. On peut 
donc dire que V hyperboloïde osculateur le long de G est engendré 
■par les secondes asymptotes des indicatrices de la surface aux 
divers points de G (Ghasles). 

333. Application au biais passé gauche. — La surface 
dite biais passé gauche est définie par les trois directrices suivantes: 
■deux cercles de même rayon, dans des plans parallèles entre eux et 
une droite perpendiculaire aux plans des deux cercles et passant 
par le milieu {o.o) de la ligne des centres {fig. 312). 

Nous prendrons pour plan horizontal de projection le plan mené 
par la directrice rectiligne et la ligne des centres, pour plan verti- 
cal un plan perpendiculaire à cette directrice rectiligne, mais d'ail- 
leurs quelconque. Dans ces conditions, les. cercles directeurs se 
projettent horizonlalement suivant des segments de droites égaux et 
parallèles jjp, et qq^, et vertieaîemenl suivant les cercles égaux 
décrits ènv p'p\ et q'q\ comme diamètres. Quant à la droite direc- 
trice, elle se projette horizontalement suivant la perpendiculaire de à 
PPi ^^ îîi menée par le centre o du parallélogramme |)p,ç(jr, et verti- 
calement au point o milieu de la distance A'B' des centres des 
cercles. 

La projection verticale de toute génératrice de la surface passe 
par le point o', puisque cette génératrice rencontre la droite de. Toute 
droite menée par o donne ainsi les deux génératrices [ab.ab') et 
(«,6^. «',&',). Prenons un point quelconque [m.m') sur l'une d'elles et 
cherchons le plan tangent en ce point. Pour ceia, considérons l'hyper- 
boloïde de raccordement défini par la directrice de el les tangentes 
(aa.aV), {6fl.6'p') aux cercles directeurs, et appliquons la construc- 
tion donnée au n° 331. 

La génératrice du premier système passant en [m.m') s'obtient 
en projection verticale en joignant le point vi au point de rencontre A' 
de.a'a' el ô'P'. En outre, sa trace horizontale [jl se trouve sur la droite 
joignant les traces a et fl des tangentes aux cercles directeurs. Le plan 
tangent se trouve ainsi défini par les droites [ab.a'b') et (în^j-m';/). 
Puisque la trace de la génératrice {ab.a'b') est en c sur la direc- 
trice de, la trace horizontale du plan tangent en [m.m') est la droite C[a. 
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Génératrices singulières. — On voit que le long des généra- 
trices (pq-23'q') et (Pt(!j-p\<î\} le plan tangent est le même ; c'est le 




plan vertical passant pai' chacune de ces génératrices. Celles-ci sont 
donc singulières. 

Lorsque, en projectioa verticale, le point o' est extérieur aux 
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cercles -pp^ et q'q'i, on voit aussi aisément que les génératrices pro- 
jetées verticalement suivant les tangentes communes à ces cercles 
qui se croisent en o' sont des génératrices singulières. 

Cône directeur. — Considérons le cône directeur qui a pour sommet le 
milieu o de de et prenons son intersection par le plan de front de qq, . 

La génératrice («„&„, «'„&'„) parallèle h.[ab.a'h'] %\.{nfi^.a'^b'^) se projette ver- 
ticalement suivant la droite o'a'. En projection horizontale, puisqu'on a évi- 
demment ap =: b,q, et a,p^ = bq, on voit que o est le centre du parallélo- 
gramme aaybb^, et par suite que «(, et b^ sont les milieux respectifs do aa, 
et 66,. 

Le point b\ est donc le milieu de b'b'^ , ou, ce qui revient au même, le pied 
de la perpendiculaire abaissée de B' sur b'b\. Le lieu du point b\, section du 
cône directeur par le plan du cercle {^q-p'q'] est donc le cercle décrit sur o'B' 
comme diamètre. Il en résulte que toutes les sections du cône directeur par des 
plans de front ont pour projections des cercles passant en o' et ayant leur 
centre sur q'q'^. 

Le contour apparent du cône directeur en projection horizontale est formé 
par les droites de et AB. 

Sections du biais passé gauche par des -plans parallèles aux plans de tête. — 
Coupons la surface par le plan de front de [m.m) qui rencontre la génératrice 
correspondante du cône directeur au point (7%. m',,). 

D'après ce qui précède, le lien du point m\ est un cercle passant en o et 
ayant son centre sur o'B'. 

Ayant donc tracé ce cercle \_m'^ ainsi que les cercles o'B' ou \b\] et q'q\ 
ou [6'], on voit qu'on aura le lieu [m') du point m', qui constitue la section 
cherchée, en portant sur chaque rayon vecteur o'b' le segment b'm' égal 
à b\m\. Ce résultat est dû à J. de la Gournerie. 
Si nous posons 

nous voyons que cette relation s'exprime par 

f^ — f( = Pj — Pï 

Nous sommes donc dans un cas d'application du procédé de construction 
des normales et centres de courbure contenu dans la généralisation qui ter- 
mine le n" 268. 

Nous obtiendrons ainsi la normale ut le centre de courbure à la section 
cherchée {m']. 

Remarquons d'ailleurs que les extrémités des sous-normales polaires corres- 
pondant aux points m'o et b\ sont les points diamétralement opposés à ceux- 
ci dans les cercles [m'o] et [6'^]. 
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;(;-M. i\oi'iiïiii.!îos. — On appelle nonnaîie d'une surfiiee S le long d'une 
ligne L tracée sur celte surface la surface réglée N dont les génératrices sonl 
les normtiles à S menées par les divers poinls de L. 

Ainsi, la normalie d'unn surface de révolution le long d'un méridien esl 
un plan, et le long d'un parallèle un cône ; la normalie à une surface réglée 
quelconque le long d'une génératrice sfl an paraboloïdc hyperbolique (n" 326). 
Prenons ?ur la directrice L de la normalie N deux points infiniment voi- 
sins M et M'. Puisque, d'après le théorème de Slurm (n" 302), la normale en M' 
rencontre, auxinlimment petits du troisième ordre près, les axes de courbure 
Ap et i, des sections principales a,, et a, menées par la normale en M, axes qui 
passent par les centres de courbure principaux C^ et C,, on voit que ces axes 
sont tangents h la normalie en ces poinls. Ainsi, le plan tangent en Gd esl 
déterminé par la normale MCj et l'axe \ qui est, comme on sait, dans le plan 
de la section principale a, ; c'est donc le plan de o, lui-même. 

De même le plan tangent à la normalie en G, se confond avec le plan de la 
section principale Oo. 

Comme on connail, en outre, le plan tangent à la normalie en M, plan qui 
est déterminé par la normale MC(,C^ et la tangente en M à la courbe L, on voit 
que l'on a sur toute génératrice d'une normalie les plans tangents en trois 
points. On peut donc (n"324, P/'ofifôme///)con3lruirelesplans tangents en tous 
les autres points de celle génératrice. 

Puisque, quelle que soit la cnurhe L tracée à partir du point M, les plans 
tangents aux centres de courbure principaux C^ et C^ restent les mêmes, on 
voit que ces centres de courbure sont des points de t-accordement pour toutes 
les normalies correspondant aux courbes de la surface qui passent par le 
point M. Cette remarque est due à M. Mannheim. 



B. Surfaces gauches à cône direteur de révolution 

a. — PBOPmiïTfiS GÉMiBALKS 

335. Ugnc de striction d'une surface ç(auchc à cône 
directeur de révolution. — Nous avons vu au n" 328 que le 
plan centra] d'une surface gauche pour une généralrice G est paral- 
lèle au plan normal au cône directeur le !ong de la généralrice cor- 
respondanle g. 

Si le cône directeur est de révolution autour d'un ase Z, ses 
plans normaux menés par ses génératrices passent tous par Z. Par 
suite, les plans centraux de la surface considérée sont tous paral- 
lèles à Z. Ils ont pour enveloppe un cylindre dont les génératrices 
sont parallèles à Z. Le lieu des points de contact de ces plans cen- 
traux el de la surface est, par suite, la courbe de contact de la sur- 
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faco et du cylindre qui lui est circonscrit parallèlement à Z. Or, les 
points de contact des plans centraux sont les points centraux. Nous 
avons donc ce théorème : 

Si le cône directeur de la surface est de révolution autour de 
Vaxe Z, le cylindre circonscrit à la surface parallèlement à Z la 
touche le long de la ligne de striction. 

Gomme corollaire immédiat de cette proposition, on voit que le 
contour apparent de la surface projetée sur un plan perpendicu- 
laire à Z se confond avec la projection de sa ligne de striction. 

Réciproquement, si la ligne de striction est la courbe de con- 
tact de la surface et d'un cylindre qui lui est circonscrit parallèle- 
ment à la direction d'une droite Z (sur laquelle nous pouvons toujours 
prendre le sommet du cône directeur), tous les plans centraux, qui 
sont les plans tangents le long de la ligne de striction, sont parallèles 
à Z. Donc, toujours en vertu du théorème rappelé au début de ce 
numéro, les plans normaux le long des génératrices correspondantes 
du cône directeur passeront par cette droite Z, ce qui ne peut être 
qu'autant que le cône est de révolution autour de la droite Z. 

Le cylindre sur lequel est tracée la ligne de striction, étant tangent 
à chaque 'plan central au point central correspondant, est tangent à 
la génératrice qui passe par ce point dans ce plan. Il constitue donc 
un noyau cylindrique de la surface. 

Comme, d'autre part, les génératrices parallèles aux génératrices 
du cône directeur font avec la direction Z un angle constant, nous 
voyons que les surfaces qui nous occupent peuvent être définies 
ainsi : le lieu des droites tangentes à un cylindre le long d'une, 
courbe quelconque et faisant avec les génératrices de ce cylindre 
un angle cothstant. 

La courbe lieu des points de contact est la ligne de striction de la 
surface. 



336. Distribution (les pians tangents le long d'une 
généi'att'iec. Pôle de la jjéiiératfiee. — Pour connaître le 
plan tangent en tout point d'une surface gauche, il suffit de déter- 
miner la tangente à une courbe quelconque de la surface passant en 
ce point ; cette tangente, jointe à la génératrice sur laquelle se 
trouve le point considéré, définit, en effet, le plan tangent. 

Prenons pour plan horizontal de projection un plan perpendicu- 
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laire aux génératrices da noyau cylindrique, de telle sorte que la 
base de ce cylindre se confonde avec la projection 7 de la ligne de 
striction, et pour plan vertical un plan parallèle à la génératrice 
(pm.p'm') considérée {fig. 313). 




Le point central de cette génératrice est le point [p.p) où elle ren- 
contre la ligne de striction (<î-.a-'); le plan central est le plan projetant 
cette génératrice horizontalement. 

Considérons la section de la surface par un plan horizontal fixe H'. 
Lorsque le point {p-j)') varie sur i'^.^'), le point (m.m) décrit sur 
ce plan une courbe dont la tangente en {m.m) appartient au plan 
tangent à la surface en ce point. Cette courbe se projette en vraie 
grandeur horizontalement. Si donc vih est la tangente à cette pro- 
jection, le plan tangent en [m.m) est déterminé par les droites 
[pm.p'm) et [mh.m'h'). Nous n'avons donc qu'à obtenir la tan- 
gente mh à la courbe [m] décrite par la trace de la génératrice 
ipm.p'm') sur le plan H' pour avoir ce plan tangent. 

Soient ^c ^= p le rayon de courbure de la courbe tr, d{p) la dif- 
férentielle de l'arc de cette courbe au point p. Si nous appelons s 
l'angle de contingence de la courbe en ce point, nous avons 



w 



cf{p] == pc.i 
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D'autre part, la formule (VI) tlii n° 254 nous donne, si „iii est la 
normale à la courbe [?»], 

{%) d.p^n = en.e. 

Mais, si on appelle ^ la distaiice du point ^/ au plan H', on a 

pm ■— : eolgy. 

d'où, puisque -; est constant, et en appelant l'inclinaison de la 
tangente à (t.t') en {p.p') sur l'horizon, 

d. pni = (.h. colgY = — d {p) tgS cntgy, 

car, lorsqu'on donne au point p un dépiacemenl positif sur la 
courbe a, on voit que z diminue. 

La formule (2) devient donc, lorsqu'on y change les signes, 

(3) d{p) IgE. cotgv =nc.^. 
Oivisanl (11 et (3) membre à membre, nous avons 

(4) nç^\p^ 
pc tgY 

ne étant compté positivement dans le même sens que f, c'est-à-dire 
de p vers c. 

Par suite, j30wr les divers points de lamême génératrice {'pni.p'm'), 
ne est constant; autrement dit, le point n est fixe. Ce point n est dit 
le fôle de la génératrice. 

La trace horizontale du plan tangent en [m.m) passe par la trace 
m,^ de ia génératrice (pm.p'm) et est parallèle à mh. On l'obtient 
donc enmenant par le point m^^ une perpendiculaire à mn. 

Réciproquement, si on donne la trace d'un plan passant par la 
génératrice, il suffit d'abaisser du pôle n «ne perpendiculaire nm 
sur cette trace pour avoir la projection horizontale m du point où 
ce plan est tangent à la surface. 

De là le moyen de construire sur chaque génératrice le point de 
contour apparent en projection orthogonale sur un plan quelconque, 
ou le point de la courbe d'ombre pour un faisceau de rayons lumi- 
neux donné. 

Dans le premier cas, il suffit de prendre le point de contact du plan 
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mono parla génératrice perpendiculairement au plan de projeclion, 
dans le second le point de conlact du plan mené par la gcnoratrico 
et le foyer lumineux. 

337. CaSciil du parstim'Hi'ft ilo (li^lB-iSxitîoii. — D'après 
la formule de Chasles (n" 322), siD est l'angle que le plan tangent en 
{m.m) fait avec le plan central c'est-à-dire le plan vertical passant 
par pm, le paramètre de distribution est donné par 

^ ^ PJl. _ P™ 

IgO " COS y. Igf)' 

Or, l'angle <i est donné parla formule ('} 



(')CfU< fojmiiledp UignuomctiiL s|ili(;riqne ost ]iion 



pioiidi eli inenlaue (le ] I 

lioi 1711L1I il ili piojtctiun le |ihu 
H I M ninii plm veilicil celui 
qui I is pni la genciitricL 
[lim II :ii I U s liaLLh du plan taii- 
,i.iil \ III sont sui 11 pl<in ini 
ln.i\U lUoilP mu qui fciit avet 
pm 1 iiiji I et sui le plau lioii 
iite mil (|ui îiit v,<.< 



iÈm Kumiule (/!(/. 314) : 



Il pool Tolil 



lo 



I lupllll M 



iiuli de ce pi m 
d ds pi î|euti(Hi 



j <! du i>ouit p 



U 11 I L 

la loUi- 



liiiii 1 1 II II c ïeiticalô est lapLi- 
piiidii ul un cleTi'e en q^ L pnt 
1 1 1 1 ti ibc iioiizonlaL est q^p„ \n 
fl esl dois donne pai PîiJJoi ^' 011 




isipie \« poinl. pn n'a pas liougfi. l.'angle clierclié 
a en valeur absolue, 



Eu oulio, on voit immédiatenieutKUi' \a figure 313 que, lorsque siu' la génératrice 
on passe du point (p.îi') au point (ni.m'), l'angle 6 est décrit dans to si'tis direct pour 
un observateur couché !e long de {pm.p'm'}, les pieds en {p.p), et la tête en {m.rii . 
On doit donc considérer ici l'angle 6 comme positif. 
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Il vient donc 

1er 

k =: pm. 

on, puisque l'angle pnm esl égal à 5., 

kr- pn. Igv, 

Mais la formule (4) du numéro précédent donne 













PC 


isr' 










pn 


- ^ 


f-t«^ 


;'est- 


à-dire 


















pn 


-lëï 


=■■■ P 


(igy-l 


II 


vient donc 


iinalt 


iinei 


lit 






1^] 








/; = 


■■9 (t» 


T-lgC 



Le paramètre de distribution k est nul si tgy — Ig ç ^^ 0, c'est- 
à-diro pour les génératrices tangentes à la ligne de striction. Il es! 

infini si c est égal à ^- c'est-à-dire pour les génératrices correspon- 
dant aux points où la ligne de striction a une tangente parallèle à 
l'axe du cône directeur. Il est encore infini si p est infini, c'est-à-dire 
si p est un point d'inflexion de t, ou si le plan central est osculateur 
àlaligiie de striction (n° 280). Ces trois catégories de génératrices 
sont donc singulières. 



338. Oéfiiiition. — Si la ligne de striction esl une hélice du 
noyau cylindrique supposé toujours quelconque, c'est-à-dire si 
l'angle e est constant, la surface prend le nom d'hêltcoïde. 

Tout ce qui vient d'être dit relativement aux plans tangents sub- 
siste, à cette différence près que, dans les formules (4) et (5), g est 
constant, c'est-à-dire, d'une part, que le pôle n divise le rayon de 
courbure pc de la base du noyau cylindrique dans un rapport cous- 
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tant, de l'autce que le paramètre li de chaque génératrice est pro- 
portionnel au rayon de courbure p correspondant. 

On voit, en outre, que des trois catégories de génératrices singu- 
lières énuraérées ci-dessus, la seconde seule peut exister ici. Par 
suite, si la section droite du noyau cylindrique n'offre pas de point 
d'intlexion, l'hélicoïde n'a pas de génératrice singulière. 

339. Éléments de la courbure. — 1° Rayon de courbure de la sec- 
tion de la surface par un plan horizontal. — La section par le plan H' est le 
lieu (tu point m lorsque le point p varie sur a. Nous venons de voir que ta 






^ 


Il 1 


f' 


/ 




'-'■'-Y 


;f 


' A ■ 




/ 






N 




; A 


-?t 


4 v ■ 


'/ 


^3 


y^. 



normale vnn à cette courbe coupe pc en un point n tel que le rapport — est 

constant. Donc, en ver(u du corollaire iV du n" 254, si c^ est le cenlru de cour- 
bure de la développée n, de c,la normale à la courbe lieu du point n coupe ce. 
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en un point v tel que ^ = |^ [fl'J- ^ 1 3)- H suffit doriR, par le symétrique u 

de n par rapport au milieu de jjc,, de mener la pyrallèle m à pc, pour avoir 
le point V. 

Soit e le centre de courbure clierclié, c'esl-à-dire le point où mn touche 
son enveloppe. La normale à cette enveloppe, c'est-à-dire la perpendiculaire 
élevée en e à mn coupe la normale m au point /", et la formule (V) du n" 253, 
successivement appliquée aux côtes mn, np, pm, du triangle mpn, donne 

'' w ._ ™ 

,( (n) »/■ 
d (p) ~ pc 

'L'jA — M 

d{,n)~mn 
d'où, en muUipliatU uiembrc à meiribre, 



Dès lors, eu vertu du théorème énoncé dans le renvoi du n' 267, la cons- 
truction du centre de courbure e sera la suivante (') : Si la perpendiculaire 
élevée en n à mn coupe mi en i, le point e se trouve sur la droite qui unit le 
point i au milieii [t de nv. 

2° Asymptotes de l'indicatrice. — La génératrice [mp.m'p') constitue une 
asymptote de l'indicatrice au point [m.m'). Pour avoir la seconde asymptote, 
nous nous Fonderons sur ce que deux droites du plan tangent conjuguées par 
rapport à l'indicatrice le sont aussi par rapport à ses asymptotes, en remar- 
quant, d'ailleurs, que celte propriété est projective. 

Cherchons, par exemple, la droite conjuguée de !a tangente mt à la section 
horizontale. D'après le théorème de Dupin (n" 294), celte droite est la limite 
de la droite d'intersection des plans tangents au point [m.m') et au point infi- 
niment voisin situé sur la section horizontale, c'est-à-dire la caractéristique du 
plan tangent en {m.in'\ lorsque ce point se déplace horizontalement sur la sur- 
face. Celte caractéristique est la droite qui joint le point [m.m') au point où la 
trace du plan tangent sur un plan quelconque, par exemple sur le plan hori- 
zontal de (îJ-î>'), touche son enveloppe. Cette trace est la perpendiculaire jiç 
abaissée de p sur mn (n" 336). 

Taire correspondre les lettres ici t'mplojéfs 
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Pour trouver le point g où pq touche son enveloppe, nous allons appliquer 
la méthode du n" 237, en remarquant : 1" que, l'angle jiçîïi élatil droit, la nor- 
male à la courbe décrite par le point q passe par le point de rencontre l des 
normales aux enveloppes des côlés jjg et qm, c'est-à-dire des perpendiculaires 
élevées en ^7 et en e à ces côtÉs ; t" que, dans le déplacement considéré, le 
point j) décrit non pas la courbe o, mais bien la section horizontale de la sur- 
face passant en p, et, par suite, que la normale an lieu décrit par p, confondue 
avec pc, doit être considérée comme coupant cette droite au point n, ainsi que 
le font les normales à toutes les sections horizontales le long de pm. 

Dès lors, la formule (V) du n° 253, successivement appliquée aux côtés 
î»p. pq fit qm du triangle m;)^, donne 

d (p) JIM d (gl ql il {m) me 

d'où, en niuUipHant membre à membre, 






ce qui monire que la droite ke est parallèle k pm. De là cette construction 
pour le point g : Mener ek parallèlement à mp, puis kg parallèlement à nrn. 
Puisque, en projection horizontale, les droites mg et mt sont conjuguées 
harmoniques par rapport à mp et à la seconde asymptote mr cherchée, et que, 
d'ailleurs, pq est parallèle à ml, le point r est le symétrique de p par rap- 
port à g. 

Puisque pr est la trace du plan tangent sur le plan horizontal de {p.p'], la 
projection verticale r' de r est sur thorizonlale de p'. 

On a donc ainsi les asymptotes {mp.m'p') el [mr.in'r) de l'indicatrice 
en {m.ni'). 
3° Indicatrice. — Il est très facile, après cela, de construire les projections 
■ de cette indicatrice elle-même. En effet, les projections de la normale en 
[m.m') à la surface sont mn, perpendiculaire à la trace horizontale pq du plan 
tangent en [m.m'] et wiV, perpendiculaire à la ligne de front p'»î' de ce plan. 
D'après le théorème de Meusnier (n" 293), le centre de courbure de la section 
normale passant par {mt.m't') est à la rencontre de celte normale et de la ver- 
ticale du point e. Amenons le plan vertical de la normale à être de front, par 
rotation autour de la verticale de (jM.m'). La normale ee projette alors en 
(jMM^.mVfl), le point [e.e'] en [e^.e'^). Par suite, on a en e',, le point où la rota- 
lion amène le centre de courbure de la section normale considérée, et enm'E'i, 
le rayon de courbure R de cette section. Il suffit donc de porter sur mt le seg- 
ment mt égal V2R (n" 299), pour avoir le po.int {i.t') de l'indicatrice. 
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Sur chacune des projecLioiis on connaît les deux asymploles de l'indicatrice 
et un de ses points ; il est donc facile de la tracer (n"' 56 et 57). 

On aurait les directions principales au point {m.m') en prenant les bissec- 
trices des droites [mp.m''p') et [mr.m'r') de l'espace et les rayons de courbure 
principaux en déterminant les axes de l'indicatrice, problèmes faciles à ré- 
soudre au moyen d'un rabattement sur le plan horizontal passant par {mi.m'i') . 



C. — tlfil.lCOÏDË GAUCnE ORDINAIRE 

340. Hclico'îde (jaiiche ordinaire. — Lorsque le noyau 
cylindrique est de révolution, on a Vhèlicoïde gauche ordinaire, e( 
ce sera désormais de celui-là que nous entendrons parler lorsque 
nous dirons simplement un hélicoïde. 

Ici le rayon de courbure p est constant; il est égal au rayon r de 
la section droite du noyau cylindrique. Les formules (4) el (5) des 
n°' 336 et 337 montrent alors que en et h sont constants lorsqu'on 
passe d'une génératrice à l'autre. Le pôie n décrit donc un cercle 
autour du centrée du cercle de base du cylindre. 

Si nous prenons sur la génératrice [fm.f'rn) un point M (m.m'l à 
distance fixe de P ij}.])') {/ig- 313), pm est conslant; mais puis- 
qu'ici pc est constant, me est aussi csnstant, elle lieu du point m est 
un cercle de centre c. Par suite, le point M reste sur un cylindre 
de révolution de même axe que le noyau. En outre, la distance ver- 
ticale des points P et M étant constante, on a dans l'espace 

Donc, entre deux positions quelconques 

îwM ~- m^My = pP — p J\ r= - x arc Pf,p, 

h étant le pas réduit [n" 286, formule (3) | de la ligne de striction ; 
mais l'angle 2'>'-»' étant constant, on a 



v' étant le rayon du cercle décrit par le point m . Donc 



yGoosle 



si;k!'*a.gbs gauches 11^9 

ce J^ui montre que le lieu décrit par le point M est aussi une hélice 
dont le pas réduit est h. 

On peut donc dire que V intersection d'un hèlico'ide ordinaire par 
un cylindre concentrique au noyau cylindrique est une hélice de 
mène pas que l'hélice de striction. 

Puisque le point M est un point quelconque de la génératrice, on 
voit que l'hélicoïde gauche pourra être défini par trois directrices 
qui seront des hélices de môme pas décrites sur des cylindres de 
révolution de même axe. 




La formule (■4) du n" 3B6, qui s'écrit ici 
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OU 

peut, eo verlu de la formule (2) du n" 286, s'écrire aussi 

De même, la formule (5) du 11° 337 devieut ici 

(2) k = rf-y-h. 

S41. Construction d'une aénératrîce. — Ayant construit 
(il" 287) la projection verticale ab' de l'hélice ligne de striction 
(fîg. 316), prenons un point [p.p^] sur cette hélice et proposons-nous 
de construire la génératrice de l'hélicoïde passant en ce point. Elle 
se projette horizontalement suivant la tangente pm au cercle de 
base. Pour avoir sa trace horizontale faisons-la tourner autour de la 
verticale de [p-p') pour l'amener dans le plan de front de ce point. 
Sa projection horizontale est alors pm^ parallèle à la ligne de terre, 
fit sa projection verticale p'in'f, qui fait l'angle y avec cette ligne 
de terre. Ramenant la génératrice dans sa position primitive nous 
avons sa trace {m.in). 

34i2. Cercle polaire. — Le pôle de cette génératrice est le 
point n de cp, tel que (n" 336) 

pc ~ ig ■! 

Gomme ici j3c, r^ et y sont constants, ne le sera aussi, ainsi que 
nous venons déjà de le dire, et le lieu du point n sera un cercle de 
centre c que nous appellerons le cercle yolaire. Il est très facile de 
construire le rayon de ce cercle . Menons, en effet, par le centre c les 
droites ck et cl faisant respectivement les angles c et y avec ca. La 
droite ck coupe bb' au point ^, etla parallèle à ac menée par k coupe 
cl en ^ui se projette en r sur ch. On a 
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et, par suite, cb est le rayon cla cercle polaire. Ce cercle étant tracé 
on n'a qu'à prendre son intersection n avec cp (') pour avoir le pôle 
de la génératrice {pq-p'q), pôle qui permet, ainsi qu'on l'a vu au 
n" 336, de résoudre tous les problèmes relatifs aux plans tangents 
le long de cette génératrice. 

343. Contour apparent vertical. — Tour avoir le 
point (2;2') du contour apparent vertical sur la génératrice {pin.p'm], 
il faut chercher le point où le plan tangent est perpendiculaire au 
plan vertical. I^a trace horizontale de ce plan étant perpendiculaire 
à la ligne de terre, la droite nq perpendiculaire à celte trace (n" 336] 
est parallèle à la ligne de terre, ce qui détermine le point q. 

344. Section pai* un plan horizontal. — Les sections 
par des plans horizontaux, sont évidemment toutes égales entre elles 
et ne diffèrent que parleur orientation. Il nous suffit donc de consi- 
dérer la section de la surface par le plan horizontal pris pour plan 
de projection, c'est-à-dire la courbe lieu du point m. On a 

pm ^^ pmt, = 3 colgY ^ hu> cotg -/, 

en appelant h le pas réduit de l'bélice, «> l'angle acp. Donc, À étant 
une constante, 



Menons par le centre c le segment es équipoUeiit à pm. Nous 
aurons 



{'') Si dans le plan tangent au cyliadre en [p.p') la génératrice et la tangente à 
l'hélice avaient des inclinaisons non de même sens, comme nous le supposons ici, 

mais de sens contraires, le rappOi't -^' serait négatif, par suite aussi — > et le point n 
devrait être pris à l'interseclion du cercle polaire et de pc, non plus entre les 
|>oinls p et c, mais sui' le prolongement de pc. En d'autres termes, le pâle serait, sur 
le cercle polaire, le point diamétralement opposé au point n de la figure 3J6. Dans 
ce cas, le point v Tiendrait dans la position symétrique par rapport à c sur q6; on 
déduit de là la règle suivante : Le cerela polaire étant supposé décrit dans le sens con~ 
iTaire de celui de i'hélice, c'est-à-dire dans le sens rétrograde ou direct, suivant que 
l'hélice est directe ou rétrograde, le pôle n est le point de cp ok cette droite prolongée iln 
part et d'autre du centre c est reniontrée pour la première fois par le point qui décrit 
le cercle polaire enpartant dupoint v. 
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mais si nous prenons pour axe des coordonnées polaires la perpen- 
diculaire cd à ah, l'angle polaire des est égal à w. Nous voyons 
donc que le lieu dupoint s est une spirale d'Arkimède {s). 

Par suite, le lieu du point m, e'est-à-dire la trace horizontale de 
l'hëUcoïde s'obtient en portant sur les tangentes au cercle de hase, 
à partir de leurs points de contact, des segments èquipollenta aux 
rayons vecteurs de la spirale d'Archimède {s). 

Nous savons (n" 339) que la normale à cette courbe au point m est la droite 
mn joignant le point m au pôle n de la gé- 
nératrice ('). 

Pour avoir le centre de courbure e de 
cette courbe, située sur la normale mn, 
appliquons laconslruclion donnée au n" 339, 
en remarquant qu'ici les points c, et v de la 
figure 315 se confondent avec le point c. 
La construction du point e est donc la sui- 
vante (/îff. 311); La perpendiculaire élevée 
en n à mn coupant cm au point i, (a droite 
qui Joint le point i au milieu ii. de en coupe 
mn au centre de courbure e. 
La construction de l'indicatrice s'effec- 
•''"'■■ ^1^- tuerait comme dans le cas de l'hélicoide 

général, sans présenter aucune parlicuiarilé. 

345. Coui-be d'ombre propre produite par des 
rayons parallèles. — Nous pouvons toujours supposer que le 
plan vertical a été pris parallèlement à ces rayons. Menons dès lors 
par le point {p-p') le rayon {pr.p'r) parallèle à la dlrecUon donnée, 
pr élant en ce cas parallèle à la ligne de terre [fig. 316). La trace 
horizontale du plan lumineux mené par la génératrice considérée est 
donc 'inr. La perpendiculaire abaissée de n sur wr donne en u sur 
pq la projection horizontale du point de contact f w.m') qui appartient à 
la courbe d'ombre propre. 

Cette construction peut encore être simplifiée. Soit, en effet, /'le 
point où la droite nu rencontre le diamètre cd perpendiculaire à ah. 
Les triangles cnf et jjmr sont semblables comme ayant leurs côtés 
perpendiculaires deux à deiix. Donc 



(I) Cette iiropriijté est bien conforme au IhÊorème qm termin 
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Mais en appelant f l'angle des rayons lumineux avec le plan hori- 
zontal, on a pr = : — ' pni ^= ^ En outre (n° 342), ai =^ r i — ■ 

11 vient donc 



Ainsi cf est constant, c'est-à-dire que f est un point fixe. On 
l'appelle le pôle de la courbe (Vomhre. La construction du 
point f sera la même que celle du point n, l'angle » remplaçant ici 
l'angle y ('). La construction du point w se réduit alors à prendre 
l'intersection de pm avec la droite fn joignant le pôle de la courbe 
d'ombre au pôle de la génératrice. 

d. — SrRL'ACE W. VIS A FILliT THEAlVIIULAIRË 

346. Génération. — Un hélicoïde réglé ordinaire peut 
être défini par le rayon r de son noyau cylindrique, par l'angle ^ 
de l'hélice de striction tracée sur ce cylindre et par l'angle y que 
les génératrices font avec tout plan perpendiculaire à l'axe du 
cylindre. Mais on peut aussi substituer à la donnée e le pas réduit h 
commun à toutes les hélices tracées sur rhélicoi'dc. ce pas étant 
donné par la formule 

h =. r tg 5. 

Lorsque l'on suppose r = o, c'est-à-dire lorsque le noyau de 
l'hélicoïde se réduit à une droite, on a la surface de ris à filet trian- 
gulaire. 

Une telle surface est donc complètement définie quand on con- 
naît /[ et y. Puisque II, est le pas réduit d'une hélice quelconque 
tracée sur la surface, on peut, au lieu de /(, se donner cette héUce. 
La définition de la surface peut alors être formulée ainsi : 

Le lieu des droites qui rencontrent l'axe d'un cylindre de révo- 
lution sous un angle constant [complément de l'angle y) en s'appuyant 
sur une hélice tracée sur ce cylindre. 

Puisqu'ici le noyau cylindrique est réduit à une droite, l'hélice 
de striction tracée sur ce cylindre est aussi réduite à cette droite. 

(') C'est-à-dire qu'ayant mené {fig. 316) la droite cg faisant avec cb l'angle f, on 
projette 3 en c sur cb et on décrit, dam le sens contraire d celui de Vliélice, c'est-à- 
dire ici dans ie sens rétrograde, l'arc cf qui donne le point fsar cd. 
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Par suite, le point central de chaque génératrice est à sa rencontre 
avec la droite directrice. 

Quant à la formule (2) du n" 340, el!e devient ici 



Par suile, quel que soit l'angle y, le paramètre de distribution le 
long de chaque génératrice est constant et égal au pas réduit des 
hélices de la surface, changé de signe. 

vt-ÎT. Construction d'une génératrice. Cercle po- 
laire. — La génératrice qui passe par le point [m.m), rencon- 
trant l'axe du cylindre, a pour projection horizontale la droite cm 
{fig. 318). Supposons cette génératrice rendue de front par une 
rotation autour de la verticale de {m.m) ; sa projection verticale 
mYg fait alors l'angle y avec la ligne de terre. Sa trace (^o-^'o) ^^ 
ramène en {t.i'), ce qui détermine la projection verticale m't' de la 
génératrice passant en [tn.m'). 

Le rayon du cercle polaire esl déterminé par la formule (!) du 



Il étant, d'après la définition même du pas réduit (n" 286), le quo- 
tient par S- de la longueur aa\ du pas. 

La construction du point n, donnée au n" 341, semble ici devenir 
illusoire, attendu que le cercle de base du noyau cylindrique se 
réduit à un point et que la droite vli devient perpendiculaire à ch 
{fig. 316). Mais il suffit de remarquer que vl, égal au pas réduit /( 
de toutes les hélices tracées sur la surface, ne change pas de valeur 
quand le rayon du noyau cylindrique tend vers zéro. Il suit de là 
que, si l'on a tracé la droite cl {fig. 318) faisant avec cb l'angle y, on 
n'a qu'à porter sur le diamètre perpendiculaire à ab le segment ch 
égal au pas réduit h pris avec son signe (') pour avoir, par la paral- 
lèle hl à cb et la parallèle h à c/j, le point v sur cb. 

Ainsi qu'on l'a vu dans le renvoi du n" 341, on aura le pôle n de 
la génératrice {mp.m'p') en faisant tourner le point v sur le cercle 
polaire dans le sens contraire à celui de l'hélice, de façon à l'amener 
en n sur la perpendiculaire élevée en c à me. 

{') Ce signe est positif on jiégalif, suivant que l'hélice est directe ou rétrogiade 
(n" 286). 
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341t. Contour apparent vertical. Section par un 
pian Itorizontal. — Appliquant la conslruction donnée au n" 343 , 
nous voyons que le point de contour apparent {q.q') sur [nic-ntp) 
s'obtient en menant par le pôle n la parallèle nq à o,b [JM/. 319). 




Lorsque le point m vient dans la position m^ telle que '/u^ti^ soit 
parallèle à ab, le point {q.q) se confond avec {m^.m\). Le contour 
apparent passe donc par le point {m^.m\) de l'hélice directrice et, 
comme cette courbe appartient à la surface, il lui est tangent en ce 
point. Si on suppose la surface limitée à l'hélice directrice, le con- 
tour apparent s'arrête en ce point. 

Il est facile de construire le point 9n,. En effet, les côtés an et 
en du triangle cmn étant constants, ce triangle est de grandeur 
invariable. Donc la distance du point c à l'hypoténuse mn est cous- 
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tante, et l'enveloppe de celte hypoténuse est le cercle de centre c. 
qui a pour rayon la distance de ce point à la droite ad. II suffit de 
mener à ce cercle la tangente m^n^ parallèle à la ligne de terre 
pour avoir le point ■>n^. 

Quand le point m vient en a, le point q est rejeté à l'infini. Donc, 
la projection verticale de la génératrice menée par a est une asymp- 
tote du contour apparent. 

En amenant le point vi en <;)., sur la perpendiculaire élevée en c à 
ab, on voit que le contour appa- 
rent est tangent à l'axe du cylindre 
au point j?'„ où cet axe est rencontré 
paria génératrice du point (jnj.îiï'j), 
point qui s'obtient facilement au 
moyen du rabattement pV'' i sur 
le plan de front de l'axe. 

Quant à la section par tout plan 
horizontal, on voit, en se reportant 
au n" 344, que c'est une spirale 
d'Archimède de pôle c. 

AppUcation au dessin d'une vis' 
à filet triangulaire. — Une telle 
i vis est engendrée par un triangle 

^''"■'- ''-"■ isocèleABB'(/?f/. 320) dont le plan 

reste normal à un cylindre contre lequel est appliqué le côté EB', les 
points B et B' décrivant sur ce cylindre une même hélice dont le pas 
est précisément égal à BB'. Chacune des droites AB et AB' décrit 
une surface de l'espèce qui nous occpue en ce moment et qui tire 
précisément son nom de cette application. On peut donc, par le pro- 
cédé ci-dessus, construire le contour apparent de la vis. 

Dans la pratique du dessin, ce tracé se fait approximalivenient. 




340'. Courbe d'ombre propre. — Pour avoir la courbe d'ombre 
propre produite par des rayons parallèles à {It.R'), prenons le pôle /"de celle 
couriie d'ombre ^défini comme il a été dit aa n" 343, c'est-à-dire put la perpen- 
diculaire élevée en c à «6 [fiff. 321 j] à une distance du centre donnée par 



Comme a est ici suppose supérieur à 00", e/'est négatif c'est-à-dire porle 
sur !e rayon obleiiu en faisant lourner ca de 90" dans le sens rétrograde. 
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Prenant le pôle n de la génératrice me, il suffît de tirer fn pour avoir sur 
ne la projection horizontale m du point (m.m'] de la courbe d'ombre situé sur 
.a génératrice considérée. 




On conslriiil donc point par point la projeclion horiï;ontale de la courbe 
d'ombre de la manière suivante : On joint lepoinl fixe f à un point n variable 
sur le cercle polaire et on élève à cn,enc, une perpendiculaire qui coupe fn au 
point u appartenant à la courbe. 

Construction de la tangente. — Puisque le segment de droiteMw, dont l'enve- 
loppe est réduite au point/, est vu du point c sous un angle droit, constant 
par conséquent, on voit, par application du théorème démontré au n" 261, 
que si la tangente en m à la courbe que décrit ce point rencontre en ( la tan- 

/x /\ 
gente en n au cercle polaire, on a feu = net. Mais les angles feu et son sont 

y~\ XX 
égaux comme ayant leurs côtés perpendiculaires deu3 à deux. Donc son =: net, 
et, par suite, sn =; nt. On voit ainsi que la (attente en u à la projectionde la 
courbe d'ombre coupe la tangente en n au cercle polaire en un point t qui est le 
symétrique par rapport au point n du point s où la tangente nt eoupe le dia- 
mètre fixe n,n^. 

Celte construction est due à Poneelet qui l'a obtenue d'une tout autre 
façon . 
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(m). — 1" Le point f est exicri 




Lorsque le point n est en w^ ou en n\, le point u est en e ; lorsque le point n 
■Mi en 11, ou en n^. le point u est en f\ lorsque le point n coïncide avec l'un 




t!«s points de contact n-, uu H; des tangentes menées de f au cerclo polair 
point ï( est à Tinfini sur lu tangente correspondante, qui constitue ainsi 
asymptote de la courbe considérée. 
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Lorsque le point n parcourt l'are «^%rta, on obtient la partie de la courbe 
située au-dessus de n^n^ ; lorsque le point n parcourt l'arc «^w'^Wi, on obtient 
la partie de la courbe située au-dessous de n^n^. 

La construclion de lu tangente montre que la courbe est tangente en c à 
»,«3, en/"à/>!| et à /Vjj. 

La courbe eel, d'ailleurs, quelle que soit la situation du point / par rapport 
au cercle polaire, évidemment symétrique par rapport à fc. 
2° Le point ^est à l'intérieur du cercle polaire {/îg. 321 bis). 
La courbe est encore doublement tangente en c à n^n^, tanjîente en /"à />(, 
fil fn^, mais les tangenles menées au cercle du point /'étant devenues imagi- 
naires, elle n'a plus de points à l'infini. C'est une courbe fermée. 
3" Le point /"est sur le cercle polaire (') [/ïg. 321 (er). 
Le point n' de la figure précédente coïncidant toujours avec le point f, le 
point m' reste sur le diamètre n^n^ qui fait, par conséquent, partie du lieu. 

Gomme on a évidemment fu ^ u'n, on voit que la partie restante de la 
courbe est une slrophoide. Cette courbe est tangente en fkfn, et à fn^. Elle a 
pour asymptote la perpendiculaire élevée à cf par le point k symétrique de o 
par rapport à /". Remarquons, en effet, que si nous abaissons du point c la per- 
pendiculaire cv sur fn, le point v est le milieu de un'. Pur suite, l'ordonnée du 
point M rapportée aux axes en, et c/'est double de celle du point v. Or, lorsque 
le point M est à l'infini, le point v coïncide avec f. Donc ck = 2e/. 



350. Asymptote de rîndîeatPÎce. ~ Nous avons vu [n'^ 329) que 
toute génératrice d'une surface réglée est une ligne asymplolique de cette sur- 
face. Donc elle constitue en chacun de ses points une première asymptote de 
l'indicatrice. Cberchons, en un point [m.m') d'une génératrice {O.G') delà sur- 
face de vis à filet triangulaire, la seconde asymptote de l'indicatrice {/tg. 322). 

Si, pour un certain choix de faisceaux lumineux, la courbe d'ombre propre 
passe par le point [m.m'), noua savons (n" 293) que la tangente à la courbe 
d'ombre est conjuguée du rayon lumineux passant en ce point par rapport à 
l'indicatrice. Autrement dit, la tangente à la courbe d'ombre et le rayon lumi- 
neux sont conjugués harmoniques par rapport aux asymptotes de l'indica- 
trice. Comme celte propriété est projective, nous voyons que nous aurons, en 
projection horizontale, l'asymptote cherchée eu prenant la conjuguée harmo- 
nique de la projeclion G de la génératrice par rapport au syslème .formé par 
là projeclion du rayon lumineux et la tangente à la projection de la courbe 
d'ombre. 

Gomme nous sommes libres de choisir la direction des rayons lumineux, 
prenons-la dans un plan vertical perpendiculaire à G avec une inclinaison 
telle que la courbe d'ombre passe en [m.m'); sa projection horizontale e?t 
alors la perpendiculaire mi' à G el, d'aprùs ce que nous avons vu à la fin du 

C) Cela a lieu lorsquo f—-/i><.i f — n — y, tost-;i-JiL'e lorsque l'hi;Ueedireclvii;e iiiles tan- 
gentes confondues avec des rayons UiQiineux. 
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numéro précédent, la tangente en m à la projection de cette courbe d'ombre 
passe par le pôle n de la génératrice ('). 

ha projection mi de {asymptote cherchée, étant la conjuguée harmonique 
de G par rapport aux droites mn et mr, coupe la droite en, qui est parallèle 
à mr, au point i symétrique du point c par 
rapport à n. 

Celte construction a été donnée par 
M. Mannheim. 

L'asymptote de l'indicatrice étantjdans le 
plan tangent en {m.m'),\\. est facile d'obtenir 
sa projection verticale. 

Coupons, en effet, par le plan horizontal 
passant au point p'. Puisque les horizon- 
tales du plan tangent en(m.wï') sont perpen- 
diculaires à mn (n" 336), la projection hori- 
zontale de l'intersection du plan langent et 
du plan horizontal auxiliaire est la perpen- 
diculaire ch abaissée de c sur mn. Celle droite 
coupe mi au point h dont la projection ver- 
ticale h' est sur l'horizontale du point y. La 
projection verticale de l'asymptote cherchée 
est dès lors m'h'. 

Remarque I. — Pour avoir la tangente à 
la courbe d'ombre propre en projection ver- 
ticale, il suffirait de prendre la conjuguée 
harmonique de la projection verticale du 
rayon lumineux passant en m' par rapport à 
m'y' et m'A', projections des asymptotes de 
l'indicatrice. 
- Nous avons vu (n" 332) que les secondes asymptotes des 
indicatrices le long d'une génératrice d'une surface réglée engendrent l'hyper- 
boloïde osculateur le long de cette génératrice. Or, le point i restant le même, 
que! que soit le point m pris sur G, on voit que, dans le cas qui nous occupe, 
toutes ces secondes asymptotes rencontrent la verticale du point i. Par suite, 
l'hyperboloïde osculateur contient cette verticale. 




(1) En effet, le point double f de la courhe d'ombre étudiée au numéro précédent coin 
cide alors avec le point m, et tes tangentes en ce point double passent par les extrémités 
du diamètre du cercle polaire perpendiculaire à cf (fig. 321), Mais le point f n'est pas la 
projection d'un point double de la courbe d'ombre dans l'espace. Au contact d'une géné- 
ratrice ayant pour pôle le point n,, la courbe d'ombre est telle que sa projecfion horizon- 
tale est la branche de la courbe projetée, qui est tangente kpi^. 
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351. Génération. ■— Voyons ce que deviennent les propriétés 
de rtiélicoïde gauche ordinaire lorsqu'on suppose que son cône 
directeur se réduit à un plan, c'est-à-dire lorsque toutes ses géné- 
ratrices sont parallèles au plan que nous avons pris pour plan hori- 
zontal. 

Ici encore, le poiid central" sur chaque génératrice est le point de 
contact avec le noyau cylindrique, et le plan central le plan langent 
à ce noyau en ce point. 

La propriété démontrée au n" 340 pour l'hélicbïde ordinaire quel- 
conque subsisSe, à savoir que l'inlersectîon de l'hélicoïde par tout 
cylindre de révolution de même axe que le noyau est une hélice de 
même pas que l'hélice de striction. 

Mais comme ici y ^^ o, les formules (1) et (2) du n" 340 
deviennent. 



Remarquons tout de suite, pour n'avoir pas à y revenir, que la 
surface n'a pas de contour apparent vertical, celui-ci étant rejeté à 
l'infini, et que ses sections par des plans horizontaux sont ses géné- 
ratrices, c'est-à-dire des droites. 

352. Plan tangent. — Lo pôle de chaque génératrice étant 
rejeté à l'infini, la construction des plans tangents fondée sur l'em 
ploi de ce point devient illusoire; mais, la surface étant à plan 
directeur, nous pourrons utiliser ici les constructions indiquées au 
n" 327. 

Tout revient donc à déterminer la droite lieu des traces des tan- 
gentes orthogonales le long d'une généralrlce sur le plan horizontal 
de projection pris pour plan directeur. 

On sait {n° 326) que cette droite pm^ passe par la projection p du 
point central iftg.323) et qu'en outre, si Wj, est !a trace correspon- 
dant à m, c'est-à-dire si mm^ est perpendiculaire à pm, on a, en 
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appelaiit 3^ la hauteur du point jj' au-dessus de la ligne de ferre, 



Or, nous venons de voir au numéro précédent que le paramètre c 
distribution k est égal au pas réduis changé de signe — /(. 
Donc 



Mais si ç représente 
l'angle que la tangente en 
{'p-li') à l'hélice fait avec 
e plan horizontal, on a 

z -^ Ip. Igç 




Par suite, 



et comme ces deux rapports sont les coefficients angulaires respec- 
tifs des droites fm^^ et te rapportées aux axes pni etjjc, on voit que 
ces droites sont perpendiculaires entre elles. 

Ainsi, le lieu des traces horizontales des tangentes orUiogonale& 
le long de la génératrice G est la perpendicidaire menée far 
p à et. 

Cette droite J3(i étant tracée, il suffit, pour avoir le plan tangent 
en (m.m), d'élever à pm la perpendiculaire -nim^ qui coupe jjrf 
en î^Q. La droite [mm^.m'm'^^) est la ligne de plus grande pente de 
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ce plan qui contient, en outre, la génératrice (G.G'j. La parallèle m,,/i 
à pm est la trace horizontale de ce plan. 

Réciproquement, si cette trace est donnée, on en déduit le point de 
contact {m.711.') en abaissant du point m„ la perpendiculaire «^m 
sur G. 

353. tourbe troinbrc. — J-a coostruction donnée au n" 3io est 
encore applicable. Soit / le pôle de la courbe d'ombre situé sur le rayon cf 
perpendiculaire à la projection des rayons 
lumineux à une distance du centre donné 




(p étant l'angle des rayons lumineux avec le 
plan horizontal. 

La projection ti du point de la courbe 
d'ombre situé sur G est à la rencontre de 
celle droite et de la droite /h. Mais ici, le 
point n est à l'infini sur cp (n" Soi). Donc le 
point u est le pied de la perpendiculaire 
abaissée de f sur G (ftg. 324). 

La courbe (m) est donc la podaire du cercle de base par rapport au point/", 
c'est-à-dire un limaçon de Pascal (n" 269, Ex.). Nous savons en déterminer 
ia tangente et le centre de courbure [loc. cit.). 

f. — SOHFACE DE VIS A FU.K'l' CAlînÉ 

354. Génération. — Lorsque le noyau cylindrique de l'héli- 
coïde à plan directeur se réduit à son axe, on a la -mrface de vis à 
filet carré, qui se déduit, comme on voit, de la surface de vis à filet 
triangulaire en supposant les génératrices de celle-ci perpendicu- 
laires à la droite directrice. 

La surface de visa filet carré est donc un conoïde droit. 

Nous allons voir ce que deviennent dans ce cas les propriétés pré- 
cédemment obtenues pour l'hélicoïde à plan directeur ou pour la sur- 
face de vis à filet triangulaire. 

Remarquons tout d'abord qu'il n'y a lieu ici de s'occuper de la 
construction ni du cercle polaire, qui est rejeté à l'infini, ni du con- 
tour apparent vertical pour la même raison, ni des sections horizon- 
tales, qui se réduisent aux génératrices delà surface. 
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— - Supposons la surface définie par son 
axe et une de ses hélices iab.a'b") 
Ify. 325). 

La génératrice passant par [m.m] 
se projette horizontalement suivant cm 
et verticalement suivant la parallèle 
p'm'k la ligne de terre. 

Le plan tangent en (m.m) est déler- 
miné par cette génératrice et par la 
tangente {mt.mt') à l'hélice. Gomme 
mt est perpendiculaire à cm, cette tan- 
gente est orthogonale. D'ailleurs le 
point central se projetant horizontale- 
ment en c, il suffit de tirer et pour avoir 
la droite lieu des traces des tangentes 
orthogonales le long de la génératrice 
considérée. 

On aura, par exemple, la tangente 
orthogonale [qq^-qq^] au point [q.q)' 
en élevant à cm la perpendiculaire ^ç^. 



356. Courbe d'onilirc. — Repremins la construction donnée au 
n° 333. Sur la perpendiculaire cfk\s. direction cr du rayon lumineux [fig. 326) 
noua portons le segment c/" donné par 




cf étant l'angle que le rayon lumineux pro- 
jeté en cr fait avec cette projection. Pour 
avoir la projection m du point de la couriit; 
d'ombre sur G, ii suffit d'abaisser du point f 

la perpendiculaire fu sur G. Comme ici la "^ '' 

droite G passe par le point fixe a, pied de '**' 

l'axe de la surface, le lieu du point u est le cercle décrit sur cf comme dia- 
mètre. 

Soient h le pas réduit des hélices tracées sur la surface et ayant pour axe 
celui même de la surface, U^ et U les points de la courbe d'ombre projetés en m 
et M„, dont les hauteurs z^^ et s au-dessus du plan horizontal de projection 
sonl respectivement celles des génératrices G,, et G. 



On a 



„ = A.w 
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o Élanl le centre du cercle cf. Celte formulu montre que le point U décrit sur 

le cylindre dont la base est le cercle c/'une hélice dont le pas réduit est -■ 

Ainsi, la courbe d'ombre propre est une hélice et, comme la courbe d'ombre 
portée sur le plan horizontal est la projection oblique de la courbe d'ombre 
propre faite parallèlement aux rayons lumineux, cette courbe d'ombre portée 
sera unecycloïde (n" 288}. 

057. Asymptote de l'indïca triée. — Si nous reprenons la construc- 
tion de l'asymptote de l'indicatrice en chaque point d'une génératrice, donnée 
à propos de la surface de vis à filet triangulaire (n" 350), nous voyons que le 
pôle n de la génératrice {fiff. 322) étant à l'infini sur la perpendiculaire élevée 
en c à la génératrice G, il en est de même du point i. Bonc la seconde asymp- 
tote de l'indicatrice en m se confond en projection horizontale avec la perpen- 
diculaire mr à G, et comme ici la génératrice G est horizontale, on voit que, 
dans l'espace, la seconde asymptote de l'indicatrice est aussi perpendiculaire 
à celte génératrice. 11 en résulte qu'en tout point de la surface l'indicatrice 
se compose de deux hyperboles équilalères conjuguées, autrement dit que les 
rayons de courbure principaux sont égaux et de signes contraires. La surface 
est donc une surface minima, ainsi que l'a remarqué Meusnier (n" 313). 

Les axes de l'indicatrice bissectant les angles formés par les asymplotes, on 
voil que les lignes de courbure de la surface de vis à filet carré sont inclinées 
à 45" sur les génératrices de la surface. 



§ 3, — Surfaces développarles 

A. — Généraliiés 

35JÎ. Première tiélinition. — Reprenons la formule do 
Chasles (n° 3.22) qui fait connaître l'angle du plan tangent avec le 
pian central 



tg6^ 



Si fe ^ 00 , on a tg 9 =^ 0, sauf pour o; ^^ oo , auquel cas 9 est 
indétermin;?. Gela veut dire que le plan tangent est le même 
en tous les points de la génératrice, sauf à l'inhui où il est iiidé- 



y Google 



406 CHAPITRE vm. SURFACES DK NATURE SPECIALE 

îerminc. Or, si /;. = oo, L;'est que, d'après la définition de h ( conte- 
nue dans la formule k = Lim 7]' l'angle s de deux génératrices 

infiniment voisines est infiniment petit par rapport à leur plus courie 
distance^. Les surfaces pour lesquelles cette circonstance se pro- 
duit pour toutes les génératrices sont les cylindres ; ; est alors rigou- 
reusement nul. 

Si ft ^ 0, on a tgO = a, sauf pour x ^= 0, auquel cas S est 
Indéterminé. Gela veut dire que le plan tangent est le même en tous 
les points de la génératrice, sauf au point central, où il est iiidéler- 
miné. Or, si k = 0, c'est que la plus courte distance jj de deux géné- 
ratrices infiniment voisines est infiniment petite par rapport à leur 
angle s. Cette circonstance a lieu pour toutes les génératrices d'un 
cône, car f est alors rigoureusement nul. Mais il est d'autres 
surfaces réglées que les cônes sur lesquelles toutes les génératrices 
offrent ce caractère . 

B.éciproquemeiit, la formule de Ghasios montre que & ne saurait être 
indépendant de x que si /; esl nul ou infini. Cette formule fait voir, 
d'ailleurs, qu'il suffit, pour que le plan tangent soit le même tout le 
long d'une génératrice, qu'il soit le même en deux points de cette 
génératrice. 

Les surfaces pour lesquelles le plan tangent est le même tout ie 
long de chaque génératrice sont dites des surfaces dèveloppables. 
Laissant de côté le cas des cylindres {li --^^œ), nous supposerons 
partout dans la suite que It = 0. 

liemarque. — Nous avons vu que les plans tangents au cône 
directeur sont parallèles aux plans asymptotiques de la surface (n'SâS). 
Puisqu'ici les plans tangents tout le long d'une génératrice sont 
confondus entre eux, et notamment avec le plan asyraptotique, on 
peut dire que le plan tangent le long de chaque génératrice est 
parallèle auplan tangent le long de la génératrice correspondante 
du cône directeur. 



350. Reuxîèiiie définition. — Soient G et C deux généra- 
trices infiniment voisines de la surface le long desquelles les plans 
tangents sont T et T'. Si nous coupons celle-ci par un plan quel- 
conque S qui rencontre G en M et G' en M', les tangentes en M 
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et M' à la courbe d'intersection se coupent au point M,, où leplanS 
rencontre la droite d'intersection G, des plans T et T'. A la limite, 
le point M, vient se confondre avec le point M, et, comme le plan 
sécant S est quelconque, on voit que la limite de l'intersection G, 
des plans T et T' est ta génératrice G. 

Donc, toute surface développable peut être considérée comme 
V enveloppe de première espèce de ses plans tangents (n" 291). 

Réciproquement, si un plan variable dépend d'un seul paramètre, 
son enveloppe est une développable. Gela est évident, puisque la 
surface enveloppe et la surface enveloppée (ici le plan) se raccordent 
tout le long de la caractéristique (ici une droite) (n° 891). 

300. Troisième déiinilion. — Nous avons vu (n^ST^i, Cor. I) 
que chaque tangente à une courbe gauche peut être considérée 
comme la limite de l'intersection de deux plans osculateurs infini- 
ment voisins; la surface lieu de ces tangentes constitue donc t'en- 
veloppe de ces plans ; elle est, par suite, développable, en vertu du 
numéro précédent ('). 

Réciproquement, toute sur- 
facedéveloppable, c'est-à-dire 
toute surface dans laquelle la 
distance de deux génératrices 
infiniment voisines est infini- 
ment petite par rapport à 

l'angle de ces génératrices, est le lieu des tangentes à une courbe 
gauche. Nous allons voir, en outre, que cette courbe gauche est la 
ligne de striction de la surface. 

Soient, en effet, M et M' les points centraux, situés sur les généra- 
trices G et G' dont la plus courte distance est PP' {ftg. 327). 

l)u point M' abaissons la perpendiculaire M'M" sur le plan mené 
par G parallèlement à G'. La figure M'P'PM" est un rectangle. Par 
suite, M'M" = P'P et M'P' ^^ M"P. Si du point M" nous abaissons 
la perpendiculaire M"Q sur G, M'Q est aussi perpendiculaire à G en 
vertu du théorème des trois perpendiculaires. Donc, en appelant e 

{!) SI nous nous reportons à ce qui a «lé dil des normales à u«e surface le long 
.l'une ligne de courbure (n° 30a), nous voyons que leur propriété caractéristique 
peut s'ânoncer ainsi : Une (tgne de courbure est une courbe le long de laquelle la nor- 
malie est développable. 
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l'angle des généralriccs 6 et G', 



Or, 

M"Q = M'i'' ^irit. 

Mais, M"P, égal à M'P', est infiniment petit, et sine est égalas au 
troisième ordre près. Donc, en négligeant un infiniment petit du 
quatrième ordre auprès d'un du deuxième, 

M"Q -.-■. M'P'.s 

et - — - égal à M'P' tend vers zéro. 

PP' 
^ e{^ai à — 'tend, par hypothèse, vers zéro. 

Donc - — tend vers zéro et, M'Q est infiniment petit par rapport à s. 

Or, l'arc MM' de la ligne de striction est de même ordre que 
l'angle s de G et G'. Par suite, M'Q est infiniment petit par rapport à 
l'arc MM' ou à sa corde, qui n'en diffère que d'un infiniment petit du 
troisième ordre, et l'on a 

Lim M'MQ = Lim arcsin j-^ =: o, 

ce qui montre que la génératrice G est tangente en M à la ligne de 
striction . 

Si donc une surface est dèveloppable, ses génératrices sont tan- 
gentes à sa ligne de striction. 

Nous avons vu, d'ailleurs (n" 274, Cor. 1), que chaque tangente à 
une courbe gauche peut être considérée comme la limite de l'inter- 
section de deux plans osculateurs infiniment voisins ; la surface 
lieu de ces tangentes se confond, par suite, avec la surface enve- 
loppe de ces plans. 

Nous pouvons donc dire que toute surface dèveloppable peut être 
considérée comme le Heu des tangentes à une courbe gauche qui 
constitue sa ligne de striction; en outre, le plan tangent le long de 
chaque génératrice se confond avec le plan osculateur à la ligne de 
striction aupoint où cette génératrice touche cette ligrie. 
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3GI. Arctc (le rebroussemeiit. — Nous allons faire voir que la sec- 
lion d'une surface développable par un plan quelconque présente un point 
de rebroussement sur la ligne de striction qui, pour cette raison, a reçu le 
nom d'arête de rebroussement. 

Soit S le plan sécant qui coupe la ligne de tlrictioo C au point M i/îff. 328' 




où le plan osculateur est 0. La tangente Ml' en M est dans le plan qui coupe, 
en outre, le plan S suivant la droite MX ('), 

ProjelOQS la courbe C en C, sur le plan S par des projetantes parallèles à MT 
et en C^ sur le plan par des droîles parallèles à la perpendiculaire MT éle- 
vée à MX dans le plan S. La courbe C, présente, comme on sait, un point de 
rebroussement en M, où sa tangente est MX {n" 280). 

La section cherchée est le lieu du point T' où la tangente M'T' en SI' ren- 
contre le plan S. Le point T' se trouve sur la tangente à la courbe projetée C, 
en M|, puisque cette tangente en M', est la projection de M'T'. En outre, 
puisque la tangente M'aT^ à la courbe projetée Cj est la projection de M'T', 
faite parallèlement à MY, le point T' se trouve sur !a perpendiculaire élevée 
en T'î à MX dans le pian S. 

Le point M étant un point ordinaire de la courbe Ga, tous les pointa T'j sont, 
sur MX, du même cOté de M (le côté droit sur la figure 328). Donc, tous les 
points T' sont d'un même côté de MT, et la courbe cherchée ne traverse pas 
celte droite. 
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D'autre part, le point M élanl un point de rebroQssement sur la courbe C,, 
on voit que, suivant que M', est au-dessus ou au-dessous de la tangente MX 
en M, le point T' est au-dessous ou au-dessus de T'. 

Ainsi, le lieu <i du point T', tout entier à droite de MY, a une branche au- 
dessous et une branche au-desKus de iilX. Reste à trouver la tangente en M- 
Or, cette tangente est la limite de MT, trace sur S du plan mené par M et la 
tangente infiniment voisine M'T'. Ce plan ayant pour limite le plan osculateur 0, 
la tangente en M est donc la trace MX de ce plan osculateur sur 0. 

On voit ainsi que la courbe c a un point de rebroussenient en M. 

36a. Applicabilité sur le plan. — Si noua reprenons la formule 
qui fait connaître la courbure totale le long d'une génératrice d'une surface 
réglée (n" ^29), formule qui peut s'écrire 



<w-t 



nous voyons que, pour une surface développable, k étant nu'., on a C; ^ o. 
D'après ce que nous avons vu à la tin du numéro 316, cela prouve que toute 
sur face développable est applicable sur un plan. C'est même cette proprlêlé qui 
justifie le nom donnéàces surfaces. 

Cette applicabilité peut, d'ailleurs, être établie par le procédé tout 
élémentaire que voici : 

Inscrivons dans l'arête de rebrousse- 
ment G une ligne polygonale quelconque 

MjM^M".jM,^ à côtés infiniment petits 

[flg. 3g9). Les côtés M^M^, M^Mg, M1M4, 

de cette ligne, prolongés forment 

une surface polyédrale qui se confond, à 
la limite, lorsque les côtés de la ligne 
polygonale tendent vers zéro, avec la 
surface développable dont G est l'arête 
de rebrousseiuent. 
Or, la surface polyédrale considérée petit être développée sur un 
plan par des rotations successives autour de ses arêtes MjM^jMqMg, 
M3M4, Gette propriété subsiste à la limite; on peut donc appli- 
quer la surface développable sur un plan. Si nous traçons sur la 

surface polyédrale une ligne polygonale NjN^Ng quelconque, les 

longueurs des éléments de cette ligne après développement, non plus 
que leurs angles avec les arêtes adjacentes, ne sont altérés. Passant 
à la limite, on. voit que la longueur de l'arc d'une courbe compris. 
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entre deux génératrices quelconques et les a^igles de cette courbe 
avec les génératrices se conservent dans le développement. 

363. Divers modes de îjénératîon. — Le fait pour une 
surface réglée d'être développable équivaut à une conditiou. Il suf- 
fira doue de deux conditions simples pour définir une telle surface. 

Les modes ordinaires de génération examinés au n" 321 se rédui- 
ront ici à ceux qui sont caractéiisés par les éléments suivants : 

1°, 2 directrices; 

2°, 1 directrice et i noyau ; 

3", 2 noyaux. 

On peut, d'ailleurs, prendre pour directrice la courbe située à l'in- 
fini sur la surface, courbe qui est définie par l'intersection du plan 
de l'infini avec le cène directeur de la surface qui a son sommet en 
un point quelconque, c'est-à-dire le cône formé par les parallèles 
aux génératrices de la surface menées par un point quelconque. 

Soient (A) et (B) deux directrices de la surface développable 
dont AB est une génératrice {/%■. 330). Le plan tangent à la déve- 
loppable le long de A contient les 
tangentes AA, et BB^ aux courbes 
(A) et (B), puisque ces courbes sont 
sur la surface. On voit ainsi que ce 
plan est tangent à la fois aux courbes 
(A) et (B). Comme la développable 
peut être considérée comme l'enve- 
loppe de ses plans tangents, on peut i'k,, dsu, 
dire que la développable passant par 

deux courbes fÂ) el (B) est l'enveloppe des plaiis tangents communs 
à ces deux courbes. Gela montre qu'une surface développable ne 
saurait avoir de directrice rectiligne sans se réduire à des plans. 

11 est aussi facile de voir que la développable circonscrite à deux 
surfaces [noyaux) est l'enveloppe des plaiis tangents communs à 
ces deux surfaces. 

Le tbéorème de Dupin (n" 294) montre qu'en chaque point de la 
courbe de contact sur l'une des surfaces la tangente est conjuguée 
de la génératrice de la développable par rapport à l'indicatnce. 

Le même résultat peut encore s'étendre au cas où l'on se donne 
une directrice et un noyau. On peut même, dans ce cas, supposer la 
directrice placée sur le noyau. La développable est alors l'enve- 




y Google 



412 CHAPITRE VIII. — SURFACES DE NATURE SPÉCIALE 

loppe dos plans tangents à une surface donnée le long d'une courbe 
donnée. Le théorème ci-dessus énoncé permet, dans ce cas, de 
déduire, en chaque point, la génératrice de la développable de la 
tangente à la courbe de contact. 

Reiitarque. — Puisque les tangentes AA, et BB, aux directrices 
(A) et (B), menées par les extrémités d'une génératrice AB, sont 
dans un même plan, ces tangentes, lorsque les courbes (A) et (B) 
sont planes, passent par un même point M de la droite d'intersec- 
tion D de leurs plans. 

Il suffit donc, dans ce cas, pour avoir une génératrice AB, de 
mener d'un point quelconque M de la droite D les tangentes MA et 
MB aux courbes (A) et (B). 

ÎÎ64. Les surfaces dévcloppablcs considérées comme 
<les enveloppes de cônes. — Si, nous reportant à la figure 330, 
nous considérons le cône de sommet A qui passe par la courbe (B), 
nous voyons que le plan tangent à ce cône le long de AB, contenant 
à la fois AB et la tangente BB, à la courbe (B) en B, n'est autre 
que le plan AjABB, tangent à la développable le long de cette 
même génératrice AB. Il résulte de là que cette développable est 
l'enveloppe des cônes ayant leur soinmet sur la courbe (A) et pas- 
sant par la courbe (B), 

Puisque (A) et (B) sont deux courbes quelconques prises sur 
la développable, on pourra ainsi d'une infinité de manières engen- 
drer la développable comme enveloppe de cônes; on pourra notam- 
ment échanger le rôle des courbes (A) et (B). On pourra aussi 
prendre pour directrice commune des cônes enveloppés la courbe à 
l'infini sur la développable, ce qui conduit à ce théorème : 

Si en chacun des points d^une courbe de la développable, pns 
pour smivmet, on construit un cône directeur de cette surface, la 
développable n'est autre que l'enveloppe de ces cônes. 

De ce qui précède on déduit un procédé pour construire la géné- 
ratrice AB : il suffit, ayant construit le cône de sommet A passant 
par (B), de mener par la tangente AA^ à la courbe (A) le plan tan- 
gent A|AB à ce cône. 

Si la courbe (B) est la courbe à l'infini de la développable, le cône 
directeur AKL de sommet A [fig. 331) ayant ses génératrices paral- 
lèles à celles du cône directeur 0kl (dont le sommet est un point 
fixe quelconque de l'espace), on voit qu'il suffira, pour avoir AB, de 
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mener par A une parallèle à la génératrice de contact O'j du plan 
tangent au cône 0kl mené par la parallèle 0« à AA, . 

De la même façon on voit que la développable peut fitre consi- 




dérée comme l'enveloppe de cône« ayant leurs sommets sur une de 
ses directrices et qui sont circonscrits à l'un de ses noyaux. 

Remarque. — Nous avons supposé qu'on pouvait mener par AA, 
au moins un plan tangent réel au cône AKL, mais il se peut qu'il 
n'en soit pas ainsi. Les arcs correspondants de la courbe (A) ne 
seront renconlrés par aucune génératrice de la développable. Ces 
arcs sont di\.s parasites. Le point de passage d'un arc parasite à un 
arc qui ne l'est pas est dit un point limite. 

En ce point limite, la tangente AA, à la courbe (A) passant de 
l'intérieur à l'extérieur du cône AKL se trouve sur la surface même 
de ce cône, et, par suite, pour ce point, AB se confond avec AAj. 
Donc, les points limites sur (A) sont ceux où la génératrice de la 
développable devient tangente à (A). De telles généralrices appar- 
tiennent, on le voit, à la développable dont (A) est l'arête de rebrous- 
sement. 

Si la développable est définie par les directrices (A) et (B), il 
suffira, pour avoir les points limites sur (A), de chercher les points 
de cette courbe tels que les tangentes en ces points rencontrent B. 

On voit bien aisément que la ligne de striction de la développable 
passe par les points limites de la directrice (A), car la tangente AAj 
peut être considérée, aux infiniment petits du deuxième ordre près, 
comme passant par le point infiniment voisin A' de (A), c'est-à-dire 
comme rencontrant la génératrice infiniment voisine A'B' de la déve- 
loppable. 
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On démontre, en outre, qu'en ces points limites la ligne de stric- 
tion présente des rebroussements. 

365.Courl)ui-e des ligues tracées sur uuc (iévetoppable. — 

Gomme dans le cas général des surfaces réglées, les génératrices d'une déve- 
loppable sont à la fois des géodésiques et des asymptotiques de celte surface 
(n'SSO) ; elles en sont aussi des lignes de courbure, puisque le long de chaque 
génératrice les normales sont dans un même plan, c'est-à-dire se rencontrenl, 
en des points d'ailleurs rejetés à l'infini. Le second système des lignes de cour- 
bure est dès lors constitué par les trajectoires orthogonales des génératrices. 

Puisque le rayon de courbure de la section normale passant par la généra- 
trice est partout infini, autrement dit puisqu'en chaque point l'un des rayons 
de courbure principaux est infini, tous les points de la surface sont des points 
paraboliques (n" 297), et la relation d'Euler se réduit k 



H étant le rayon de courbure de la section normale inclidée à l'angle ;p sur la 
section normale perpendiculaire S la génératrice, section normale dont le 
rayon de courbure est R^. 

En outre, l'équation (i) du n" 297 montre qu'en tout point d'une dévclop- 
pable on a 

Réciproquement, une surface dont tous les points sont paraboliques est une 
développable('). En effet, puisqu'en chaque point l'un 
des rayons de courbure principaux est infini, l'un 
des systèmes de lignes de courbure est formé de 
lignes droites. Or, la normalie le long de toute ligne 
de courbure étant développable ne saurait, lorsqu'une 
telle ligne est droite, être qu'un plan, ce qui prouve 
tjue le long de chacune de ces droites le plan tangent 
est le même. 

Pour connaître tout ce qui concerne la courbure 
des lignes tracées sur une développable, il suffit donc 
d'avoir en chaque point le rayon de courbure R^ de 
la section normale perpendiculaire à la génératrice. 
Ce rayon peut être obtenu de la manière suivante : 

Considérons sur l'arête de rebroussement C quatre 

points infiniment voisins Po, P,, ^2,^3 [flg- 33^). Aux 

''"' '"'^' infiniment petits d'ordre supérieur près, les droites 

I PhP^- P^Ps peuvent être considérées comme trois génératrices infini- 

i" 3S2, il savoir que ia courbur 
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menl voisines de la surface, et les plans PoP^Pa, PiPsPj respecllvement 
comme les plans oscillateurs en P, et P^. 

Le plan normal en M^, perpendiculaire à P,M|, coupe les plans MflPjM, et 
M|PjMj suivant les droites MdM, etM,M2 perpendiculaires à P|M,. L'angle aigu 
forme' par ces droites mesure donc le dièdre formé par les plans osculateurs 
M„P,M| et MiPaM^; c'est, par suite, l'angle de torsion -q (n" 276) de la courbe 
PaPjPj au point P^ . On a donc pour le rayon de courbure R,, de la section nor- 
male M^Mi^a en M|, 



M,,M, 



Mais MflP^M, 
point P,, on a. 
P.M, --X, 



'Xiinl l'angle de contingence e (n° 2 
aux infiniment petits du troisiè 



2) de la courbe PoP,P.j an 
ie ordre prÈs, en posant 



Rc et R, étant les 

ment au point P, (n" 278). 



de courtiure et de torsion de l'arête de rebrousse- 



1MÎ<>. 'l'riinsroi'iiiation de la courbure dans le dcvcloppe- 
incnt <le la surface. — Considérons le rayon de courbure K en un 
point il d'une courbe G tracée sur une tîéveloppable et cherchons le rayon de 




courbure R, au point correspondant de la courbe transformée C, lorsqu'on 
applique la surface sur un plan. Tout d'abord remarquons que nous pouvons 
prendre pour le plan sur lequel se fait le développement celui qui est tangent 
à la surface le long de la génératrice MH passant au point M. 

D'après ce que nous avons vu au n° 362, nous aurons, en négligeant des infi- 
ment petits d'ordre supérieur, le point M, où viendra, dans le développement, 
le point M' de la courbe C {/ïg. 333), par une rotation infiniment petite autour 
de la génératrice MH. Abaissons donc du point M' la perpendiculaire M'H sur 
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cette génératrice et rabattons la droite IIM' en HM, sur le plan considéré HMT. 

Puisque la distance Wm du point M' au plan HMT mené par la tangente 
en M à la courbe MM' est du deuxième ordre (n" 273), et que la distance HM' 
est du premier ordre, on voit que l'angle M'HM, ou H est un infiniment petit 
du premier ordre. 

Cela posé, on a 

mM| — IIM, — [im = IIM' (1 — cos B) = OM'- y' 

Pur suite, miX, est un infiniment petit du troisième ordre. Par le point m 
menons mm, perpendiculaire à MT. Dans le triangle infiniment petit »7mîî,M, 
les angles en M, et en m, sont finis, car le premier a pour limite le complé- 
ment de l'angle que la génératrice MH fait avec la tangente MT, et le second 
un angle droit. Donc mm, est aussi un infiniment petit du troisième ordre. 
Or, le lieu du point m, est la courbe développée G,, le lieu de m est la projec- 
tion de G sur le plan tangent HMT, courbes qui sont l'une et l'autre tangentes 
en M à MT. Puisque leur distance mm, comptée perpendiculairement à, MT est 
du troisième ordre, ces courbes sont osculatrices en M, c'esl-à-dire qu'elles 
ont même rayon de courbure en M. 

Or, le tbéorème de Meusnier appliqué au cylindre projetant la courbe C sur 
le plan HMT montre immédiatement, comme nous l'avons déjà remarqué au 
n" 303 ['}, que ce rayon de courbure R, est donné par 



en appelant 9 l'angle que le plan osculatonr en M à la courbe G fait avec If 
plan tangent HMT. 

Si 6 :z= -! c'est-à-dire si le plan osculatonr de la courbe est perpendiculaire 

au plan tangent à la développable, on a E, =; o, c'est-à-dire qu'au point cor- 
respondant la transformée présente une inflexion. 

Pour l'arête de rebroussement, le plan tangent à la surface étant oscula- 
teur, on a 8 =: o, et par suite R,, = R. 

Donc, lorsqu'on applique une développable sur un plan, les râpons de cour- 
bure de la courbe en laquelle se transforme Varêle de rebroussement sont 
respectivement égaux atix rayons de courbure correspondants de cette arête. 



lure de la projection de la courbe sur le plaii tangent en 11 est la ci 
;e point {n' 305), on voit que cette courbure géodésique se oonsi 
1 tout point d'une ligne tracée sur la développable lorsqu'on déforme celte surf. 
C'est un cas particulioc du tlitoréme éuonoé dans le renvoi au bas du n° 316. 
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lî, — Si'rfaces dêveloppables à cône directeur de révolution 
ou surfaces d'égale penle 



;J67. (iénéralioii. Scclions hoi'îzositalcs. Lic|uc do 
sli'ictioii. Plans tangents. — Supposons que le cône direc- 
teur d'une développable soit de révolution ; cette développable 
peut être considérée comme l'enveloppe de cônes parallèles à ce 
cône directeur ayant leurs soramets sur une courbe de la surface 
prise pour directrice (n" 364) ('). 

Convenons d'appeler direction verticale celle de l'axe du cône 
directeur, et prenons comme directrice une section horizontale (A) 
de la surface, sur le plan de laquelle nous supposons la figure pro- 
jetée (/^. 334). 

Appelons i l'angle que les gé- 
nératrices du cône directeur font 
avec le plan horizontal. Le cône 
directeur de sommet A est coupé 
par un plan horizontal Z, distant 
de z du plan de projection, suivant 
un cercle MM, de rayon ^ cotg i. 
La section de la surface par le 
plan Z est l'enveloppe de ce cercle 
de rayon constant. C'est donc, 
en projection, l'ensemble des 
courbes (M) et (M,) parallèles à la 
courbe (A). Les tangentes Mm et '''"■■ •'■'*■ 

M,!«, à ces courbes en M et M, 

sont parallèles à la tangente Aa à la courbe (A), et la normale com- 
mune a pour enveloppe la courbe (E) qui, d'après cela, est en pro- 
jection horizontale la développée commune aux projections de 
toutes les sectioiis horizoniale>i de la surface. 

Les génératrices de contact de la surface et du cône de sommet A 
se projettent suivant AM et AMj. Elles sont inclinées à l'angle i sui- 
le plan horizontal. En outre, le plan tangent le long de ces généra- 
trices étant le même pour la surface et pour le cône, on voit que ce.- 




(') II ne serait pas poâsihle de supposer, c< 
ipie ce cÔiie directoiir se réduisit à un plan, 
ne fût un simple point h. l'infini, auquel cas 



une dans io cas des suj'faces gauches, 
moins que l'arÈte de rebrousse ment 
Li aurait uu cylindre, 
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pians tangents, dont les traces sur le plan Z sont Mrn et M^m^, sont 
égalemenl inclinés à l'angle i sur l'horizon. 

Cette propriété a fait donner aux surfaces qui nous occupent le 
nom de surfaces d'égale perite. Ce sont de telles surfaces qui 
limitent les remblais. Supposons, en etïet, qu'à partir de chaque 
point A de la courbe (A) on déverse des terres qui se tiennent natu- 
rellement sous l'angle *. Pour chaque point A pris isolément, ces 
terres formeraient un cône ayant ses génératrices inclinées à l'angle * 
sur l'horizon. La surface de remblai obtenue par un déversement 
de terre tout le long de la courbe (A) sera l'enveloppe de ces cônes, 
c'est-à-dire la surface que nous venons de définir. 

Considérons le cylindre vertical dont ta base est (E). La généra- 
trice projetée suivant AM est tangente à ce cylindre et fait avec sa 

génératrice projetée en E l'angle 5 — i. D'ailleurs, d'après ce que 

nous avons vu au n°.335, le lieu du point de contact de la généra- 
trice AM et de ce cylindre est la hgne de striction de la surface, et, 
comme ici la surface est développable, cette ligne de striction est, 
dans l'espace, tangenle à la génératrice AM. 

Il résulte de là que cette ligne de striction coupe les génératrices 

du cylindre (K) sous l'angle constant ^ — i', c'est donc une hélice 

de ce cylindre. 

Ainsi, toute surface d'égale pente eut le lieu des tangenteti à 'une 
hélice tracée sur un cylindre quelconque, et la section de la surface 
par un plan perpendiculaire aux génératrices du cylindre est une 
développante de ta. section du cylindre par ce plan. 

Nous savons (n" 360) que les plans tangents à la surface sont les 
plans osculateurs à sa ligne de striction, qui est ici une hélice décrite 
snr le cylindre (E). Donc, ces plans tangents sont normaux à ce 
cylindre (n" 283). Par suite, toute surface d'égale pente est ortho- 
gonale à sonnoyau cylindrique. 

On voit que les surfaces d'égale pente se déduisent des hélicoïdes 
gauches généraux {n" 338) en supposant que les génératrices de 
ceux-ci deviennent tangentes à leur ligne de striction, c'est-à-dire 
que îT' ^ y. 

3G8. Intersection de surfaces d'égale peu le. — 

Soient (A) et (A') [fîg. 335) les directrices, prises dans un même 
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plan liorizootai, de deux surfaces d'égale pente S et i^', donl les incli- 
naisons sur l'horizon sont respectivement « eli'. Si nous coupons ces 
deux surfaces par un plan horizontal auxiliaire à la distance z du 
premier, nous obtenons, en projection horizontale deux courbes [a) 
et [a') parallèles l'une à (A), l'autre à (A') aux distances respectives 
3 eotg i et z cotg ï de ces courbes. 

Le point de rencontre M de (a) et {a) est donc tel que ses dis- 
tances normales MA et MA' à (A) et à (A') sont liées parla formule 

HA.' colg i 

Lorsqu'on fait varier z, le point M, qui peut être considéré comme 
défini par la formule précédente, engendre la courbe (M), projection 
horixontale de la courbe d'intersection des surfaces S et 2'. 

Les plans tangents aux surfaces S et S' le long des génératrices 
projetées en MA et MA' sont définis par ces génératrices et respec- 
tivement par les tangentes AT et A'T aux directrices (A) et (A'). La 
tangente à la courbe d'intersection passe donc par le point T, et la 
droite MT est la tangente à sa projection. 

Il suffit de supposer que l'une des directrices devient une droite 
pour déduire de là !a construction de la courbe d'intersectiow d'une 
surface d'égale pente par un plan. 





- Si l'une des directrices se réduit à un point F et 
l'autre à une droite (D) {fîg. 336) la courbe (M), lieu des points tels 
que le rapport MB' soit constant, est une conique de foyer F et de 
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directrice (D). Or, dans ce cas, l'une des surfaces est un cône de 
révolution de sommet F ;■ l'autre, un plan passant par (D). On retrouve 
donc bien ainsi le résultat connu, y compris le tracé de la tangente 
obtenue, d'après ce qui précède, enjoignant le point M au point T 
où la droite (D) est rencontrée par la perpendiculaire élevée en F 
à MF. 

3G!>. l*i'oblèmossiir les plans taiijjents. — 1" Proposons- 
nous de mener à la surface 2 définie par la directrice horizontale (A) 
iflg. 337) un plan tangent par le point P. Soit AB la trace de ce 




plan, tangente en A à la directrice (A). La génératrice de contact se 
projette suivant la normale AN de la courbe (A). Considérons le cône 
directeur de sommet P. D'après ce que nous savons (n° 358, 
Remarque), le plan tangent à ce cône le long de la génératrice PB 
parallèle à AN est parallèle au plan tangent NAB ; mais puisque, 
par hypothèse, ce plan NAB passe par P, ces deux plans tangents 




sont confondus et, par suite, la trace AB du plan est tangente au 
cercle (B) d'intersection du cône directeur et du plan horizontal. On 
a donc le point A en menant à la courbe (A) et au cercle (B) une 
tangente commune AB, telle, d'ailleurs, qu'aux points A et B les 
courbes (A) et (B) soient d'un même côté de AB. Ainsi, la tangente 
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A'B' ne donnerait pas une solution, parce qu'aux poinls A' et B' les 
génératrices de la surface et du cône font avec le plan horizontal 
des angles égaux, mais de sens contraire. 

2° Proposons-nous maintenant de mener à la surface S un plan 
langent parallèle aune droite D donnée, Considérons le cône direc- 
teur qui a pour sommet un point S quelconque (fig. 338). Si AN est 
la génératrice le long de laquelle le plan tangent est parallèle à D, 
le plan tangent de la génératrice SB du cône directeur parallèle à 
AN sera aussi parallèle à D (n"353, Rem.). On a donc le point B en 
menant par le sommet S du cône à la droite I) la parallèle ST, qui 
rencontre en T le plan du cercle de base (B), et en tirant par le 
point T les tangentes TB et TB' au cercle (B). 

Menant à la directrice horizontale (A) des les tangentes parallèles 
à TB et TB', telles qu'aux points de contact la courbe (A) soit du 
même côté par rapport à ces tangentes que le cercle (B) par rapport 
à TB et TB', on obtient les points A et A' auxquels aboutissent les 
génératrices de contact AN et A'N' cherchées. 



370. Lignes doubles. — Si l'on considère le lieu des point? N d'où l'on 
peutmener à la directrice horizontale (A| deux normalcsNA et NA, égales, on 
voit que par le point de la surface dont N 
est la projection horizontale passeront deux 
génératrices. Ce point engendre donc une 
ligne double de la surface. 

En purticulier, le plan vertical mené par 
un axe de symétrie de la courbe (A) coupe ia 
surface suivant une ligne double. 

Soit X un axe de symétrie de (A); prenons 
un plan vertical parallèle à X, sur lequel la 
trace du plan de (A) est H' {fig. 339). L'inter- 
section de la surface par le plan de front de X 
est une ligne double de la surface qui se 
projette verlicalement sans altération en [N'). i.',,,. ;!;(fl. 

On a n'N' = NA. tg !. Du point N comme 
centre décrivons le cercle de rayon NA qui coupe Nn en a. Nous avons 




Donc la courbe (M') s'obtient en dilatant dans un rapport égal à tg i les 
ordonnées de la courbe [a) obtenue en redressant les normales NA perpendicu- 
lairement à taxe X, les ordonnées de la courbe (N'j étant d'ailleurs comptées 
à partir de H', celles de la courbe (a), à partir de X. 
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371. Surraee d'égale penle ayant poui' directrice «ne 
conique horizontale. — En particulier, ai la courbe (A) est une conique 
d'axe X, la courbe [a] est, d'après un théorème connu {'), une conique donl 




s (réels ou imaginaires] situés sur X sont les foyers (réels ou imagi- 
naires) de la conique (A) situés sur cet axe et dont les sommets (réels ou ima- 
ginaires) situés sur l'axe perpendiculaire h X coïncident avec les sommets 
(réels ou imaginaires) de (A) situés sur cet axe. 



(1) On peut démontrerai 



Il point {x.y) de la conique 



X la soiis-norraale, Y la normale limitée à l'axe des 



fiu'on peut fil 



Multipliant la premiÈredc ces équations par ■ _ . et ajoutant en tenant toiiipte dc{l).ona 
ce qui démontre le tliéorènie énoncé. 
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Donnons-nous, par exemple, une clireclrice elli[jtique horizontale 
aba^b^ {fig. 340) et prenons pour simplifier i = 45°. D'après ce qui précède, 
nous aurons dans le plan vertical de aa, une ligne double qui sera une ellipse, 
projetée en t'c'f,c', sur un plan vertical parallèle à, aa^ ; l'axe f'ft de celte 
ellipse est égal à la dislance ff, des foyers de l'ellipse directrice, et son axe c'a', 
est égal à bb^. De même, nous aurons, dans le plan vertical de bb,, une ligne 
double qui sera une hyperbole projetée en p'd'^\p'\d\?/ sur un pian vertical 
parallèle à M, ; l'axe imaginaire de cette hyperbole est égal à la distance des 
foyers imaginaires de l'ellipse directrice situés sur bb, ; son axe réel d'cJ', est 
égal à aa\ . 

11 est évident que ces coniques doubles sont tangentes l'une en x', a", et',, a" , 
l'autre en 6', fi", p', , p", aux génératrices de la surface situées dans leurs plans, 
les points de contact étant sur les verticales respectives des centres de cour- 
bure a, a[, p, fl, de l'ellipse directrice correspondant aux sommets a, a,, 6, 6,. 
On voit, en outre, que ces coniques ne constituent pas tout entières des 
lignes doubles. Celte propriété n'a lieu que pour les arcs marqués en trait plein 
surla figure 340, Les arcs mar^iués en pointillé sonl parasites. 

Les génératrices qui s'abaissent à partir de l'ellipse directrice vers l'exté- 
rieur de celte ellipse donnent les arcs doubles a'cV, et ^'d'^\; celles qui 
s'abaissent vers l'intérieur donnent les arcs doubles a."c\a.i" et 8"rf',p",. 

La développée de l'ellipse directrice, marquée en trait mixte, est la base du 
noyau cylindrique de la surface considérée, ou encore la projection de l'arête 
de rebrousse ment, hélice tracée sur ce cylindre. 

372. Hélicoïde déveSoppable. — Nous avons vu (a° 367) 
que toute surface d'égale pente est le lieu des tangentes à une hélice 
tracée sur un cylindre. Si le cylindre est de révolution, on a le lieu 
des tangentes à une hélice ordinaire, surface qui n'est qu'un cas par- 
ticulier de l'hélicoïde étudié précédeinment [n"' 340-345) lorsqu'on 
suppose E =y et qui, pour cette raison, i) reçu le nom à'hélicoïde 
développable . 

Le contour apparent vertical de cette surface se composant de 
l'enveloppe des projections de ses tangentes n'est autre que la pro- 
jection de l'hélice, arête de rebroussement; c'est donc une sinu- 
soïde (n" 287). II faut toutefois remarquer que le long des généra- 
trices parallèles au plan vertical de projection, le plan tangent à 
l'hélicoïde, qui n'est autre que ie plan osculateur de l'hélice de 
rebroussement (n" 360, Tkéor. final), est perpendiculaire au plan de 
projection. Les projections de ces génératrices prises en entier font 
donc aussi partie du contour apparent. 

D'après le théorème énoncé à la fin du n" 367, les sections hori- 
zontales de la surface sonl des développantes du cercle section droite 
du noyau cylindrique. 
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Pour les coaslructioiis de plans tangents à l'hélicoïde dévclop- 
pable, il suffit de se reporter à ce qui a été dit au n" 369, en remar- 
quant que la courbe (A) est ici une développante du cercle de base 
du noyau cylindrique. De là résulte une simplification dans la 
solution du second problème traité à l'endroit cité, La courbe (A) 
[f^g. 338) étant alors, en effet, une développante du cercle de base, 
la normale AN est tangente à ce cercle, et on l'obtient simplement 
en menant à ce cercle une tangente parallèle à BS. 

Quant au théorème qui termine le n° 366, il montre que, lorsquon 
appUqice un hélicoïde dévehppable sur un plan, l'hélice de rebrous- 
seinent se transforme en un cercle dont le rat/on est égal au rayon 

de courbure de cette hélice, c'est-à-dire à- — :r. In" 286), r étant le 
' COSH '^ '' 

rayon du noyau cylindrique de la surface, i l'angle que les tan- 
gentes à l'hélice font avec l'horizon. 

Si donc une couronne circulaire de rayon intérieur R, découpée 
dans un plan, est déformée de façon que son bord intérieur vienne 
s'appliquer normatement sur un cylindre de rayon r le long d'une 

hélice d'angle ï donné par cos^^=Tl1 la forme qu'affectera la sur- 
face ainsi obtenue sera celle d'un hélicoïde développable ('). 

(*) Cetto jiTOpfiéti'} a p.K: utilis(''o noiir l;i coiisU'Lu-l.ioii di' i'apiiui'oil i^omui sous li; 
nom de vi» d'ArchimÈdt: 
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